2 ”Thalassa Aitheria” Reports

RCMPI-95/04 (August 1995)

�KSKURS V OBRATNUı ZADAQU TEORII PREDSTAVLENI`

D.V.ır~ev

Soderßanie

Vvedenie 1. Osvoboßdenie skrytyh simmetriæ i nekommutativnaØ geometriØ 1.1. Osvoboßdenie skrytyh simmetriæ s pomow~¸ nekommutativnogo otobraßeniØ Veroneze 1.2. Algebra Raka-Vignera RW(sl(2, C )) dlØ algebry Li

sl(2, C ) i ee central~noe rasxirenie ^RW(sl(2, C ))

1.3. Osvoboßdenie skrytyh simmetriæ s pomow~¸ nekommutativnogo polukubiqeskogo otobraßeniØ 1.4. f–algebry 1.5. Osvoboßdenie skrytyh simmetriæ i resintez algebraiqeskih struktur 1.6. Dinamiqeskoe osvoboßdenie skrytyh simmetriæ i nekommutativnaØ geometriØ 2. Lievskie g–puqki, li–dopustimye g–puqki i izotopiqeskie pary 2.1. Lievskie g–puqki i skrytye simmetrii 2.2. Li–dopustimye g–puqki 2.3. Izotopiqeskie pary 3. Kvantovanie konstant

3.1. Kvantovanie konstant na algebre Li so(3, C ), algebra SklØnina 3.2. Kvantovoe rasweplenie konstant dlØ so(3, C ) 4. Harakteristiki par operatorov, gibridy Li, skobki Puassona i nelineænaØ geometriqeskaØ algebra

Vvedenie

ObratnaØ zadaqa teorii predstavleniæ leßit v osnove teoretiqeskogo apparata razliqnyh razdelov estestvoznaniØ, tehniki i informatiki. Smysl i pafos obratnoæ zadaqi, raskryva¸weæsØ vo mnogih formah, v

Typeset by AMS-TEX

suwnosti svodØtsØ k vosstanovleni¸ abstraktnoæ matematiqeskoæ struktury po ee konkretnomu proØvleni¸, bud~ to zadannyæ nabor strukturirovannyh dannyh, upravlØemaØ otyskivaemoæ strukturoæ dinamika ili svØzi togo ili inogo roda meßdu izuqaemymi ob¨ektami. V svo¸ oqered~ ”palitra” abstraktnyh struktur vkl¸qaet v sebØ kak qisto algebraiqeskie ob¨ekty, tak i geometriqeskie obrazy, a takße vse mnogoobrazie matematiqeskih struktur v ”promeßutke” meßdu nimi, sostavlØ¸wee predmet i algebraiqeskoæ geometrii, i geometriqeskoæ algebry, i funkcional~nogo analiza. Neobhodimo otmetit~, sleduØ [63], qto hotØ obratnaØ zadaqa teorii predstavleniæ rassmatrivalas~ qasto i dostatoqno podrobno s toqki zreniØ priloßeniæ i, kak sledstvie, na sootvetstvu¸wem urovne strogosti i v sootvetstvu¸wem Øzykovom kontekste (naprimer, kak instrument kvantovoæ teorii), ee sistematiqeskoe, nefragmentarnoe izloßenie, opira¸weesØ na strogie matematiqeskie postanovki zadaq, praktiqeski ocutstvuet. Zapolnenie fftogo probela i ØvlØetsØ cel~¸ nastoØweæ stat~i.

Odnako, dannaØ rabota ne ØvlØetsØ ni v koeæ mere popytkoæ ohvatit~ s vysoty ptiq~ego poleta vse bogatstvo tem obratnoæ zadaqi teorii predstavleniæ, po bol~xeæ qasti daße nevedomyh avtoru (kak vproqem, i ne tol~ko emu); skoree, ffto vsego lix~ pereqislenie togo nemnogogo, no pouqitel~nogo, s qem imel sqast~e stolknut~sØ avtor in angello cum li-

bello. Nade¸s~, qto opisanie podobnogo opyta ne okaßetsØ naprasnym

i budet prinØto qitatelØmi s interesom. Nade¸s~ takße, qto opredelennaØ vsecelo avtorskim vkusom sorazmernost~ priqudlivogo (inogda prosto strannogo, podqas nemnogo kur~eznogo) i suwestvennogo ne okaßetsØ qußdoæ qitatel¸.

V paragrafah 1-3 osnovnym polem ØvlØetsØ pole kompleksnyh qisel C , v paragrafe 4 osnovnym polem ØvlØetsØ pole vewestvennyh qisel R.

1. Osvoboßdenie skrytyh simmetriæ i nekommutativnaØ geometriØ

1.1. Osvoboßdenie skrytyh simmetriæ pri pomowi nekommutativnogo otobraßeniØ Veroneze [62]. Vo mnogih sluqaØh povedenie teh ili inyh estestvennyh i iskusstvennyh sistem upravlØetsØ ne tol~ko ih Øvnymi (geometriqeskimi), no zaqastu¸ i skrytymi simmetriØmi. OsnovnaØ trudnost~ v rabote s takimi simmetriØmi zakl¸qaetsØ v tom, qto oni, kak pravilo, ”upakovany” i ne mogut byt~ ”raspakovany” do universal~nyh obertyva¸wih algebr algebr Li, tak qto suwestvuet problema ih korrektnogo osvoboßdeniØ, inymi slovami, nahoßdeniØ v nekotorom smysle ”pravil~noæ” algebraiqeskoæ struktury, imi predstavlØemoæ. VzglØd nekommutativnoæ geometrii [50,70] na problemu osvoboßdeniØ skrytyh simmetriæ predstavlØetsØ qrezvyqaæno plodotvornym. Naibolee interesnymi osvoboßda¸wimi skrytye simmetrii otobraßeniØmi ØvlØ¸tsØ nekommutativnye otobraßeniØ Veroneze (nekommutativnye analogi klassiqeskih [36]); imenno oni sostavlØ¸t predmet izuqeniØ v dannom paragrafe, v to vremØ kak drugaØ raznovidnost~ osvoboßda¸wih otobraßeniæ, nekommutativnye polukubiqeskie otobraßeniØ, budet rassmotrena v paragrafe 1.3. Na puti nekommutativnoæ geometrii estestvennym obrazom voznikaet problema nekommutativnoæ ”biracional~noæ” ffkvivalentnosti razliqnym obrazom osvoboßdennyh skrytyh simmetriæ (sr. 2[5,9:p.3.6,54]), takße issleduemaØ na primerah v oboih paragrafah.

Opredelenie 1.

A. Pust~ g – algebra Li i A – associativnaØ algebra takaØ, qto

g ⊆ Der(A); lineænoe podprostranstvo V nazyvaetsØ prostranstvom skrytyh simmetriæ, esli i tol~ko esli (1) V ØvlØetsØ g–podmodulem A, otobraßenie simmetrizacii VeælØ opredelØet s¸r¨ekci¸ W : S^·(V ) → A (fflementy V nazyva¸tsØ skrytymi simmetriØmi po otnoxeni¸ k g). AssociativnaØ algebra F takaØ, qto g ⊆ Der(F), nazyvaetsØ algebroæ osvoboßdennyh skrytyh simmetriæ, esli i tol~ko esli (1) F poroßdaetsØ V , (2) suwestvuet g–ffkvivariantnyæ ffpimorfizm algebr F → A, (3) otobraßenie simmetrizacii VeælØ opredelØet izomorfizm S^·(V ) → F g–moduleæ.

B. Pust~ V – prostranstvo skrytyh simmetriæ i C – nekotoryæ klass associativnyh algebr Ore; skrytye simmetrii iz V nazyva¸tsØ C– regulØrnymi, esli i tol~ko esli tela qastnyh D(F) izomorfny drug drugu dlØ vseh otveqa¸wih V algebr F osvoboßdennyh skrytyh simmetriæ iz klassa C.

V. Pust~ V – prostranstvo skrytyh simmetriæ v algebre A po otnoxeni¸ k algebre Li g; podprostranstvo V_0 prostranstva V nazyvaetsØ koordinatnoæ bazoæ v V , esli i tol~ko esli (1) V_0 ØvlØetsØ g–podmodulem V , (2) obraz otobraßeniØ simmetrizacii VeælØ W_0 : S^·(V_0) → A soderßit V . Skrytye simmetrii iz V otnosØtsØ k tipu (V_0, n), esli i tol~ko esli obraz ⊕_{i≤n}S^i(V_0) pri otobraßenii simmetrizacii VeælØ W_0 sovpadaet s V ; v fftom sluqae otobraßenie ⊕_{i≤n}S^i(V_0) → F, kompoziciØ W_0 i vloßeniØ V v F, nazyvaetsØ nekommutativnym otobraßeniem Veroneze.

G. Pust~ g – algebra Li, V – nekotoryæ modul~ nad g, A_s – semeæstvo associativnyh algebr, parametrizovannoe s ∈ S, takih, qto g ∈ Der(A_s), i π_s : V → A_s – semeæstvo g–ffkvivariantnyh vloßeniæ takih, qto π_s(V ) ØvlØ¸tsØ prostranstvami skrytyh simmetriæ v A_s po otnoßeni¸ k g dlØ s iz S obwego poloßeniØ. AssociativnaØ algebra F nazyvaetsØ algebroæ

A_{s,s∈S}–universal~no osvoboßdennyh skrytyh simmetriæ, esli i tol~ko

esli F ØvlØetsØ algebroæ osvoboßdennyh skrytyh simmetriæ iz V ≃

π_s(V ) dlØ algebry A_s, s – obwego poloßeniØ v S. Skrytye simmetrii

nazyva¸tsØ A_{s,s∈S}–universal~no C–regulØrnymi, esli i tol~ko esli tela qastnyh D(F) izomorfny dlØ vseh algebr F A_{s,s∈S}–universal~no osvoboßdennyh skrytyh simmetriæ iz klassa C.

Esli g – algebra Li i A – associativnaØ algebra takaØ, qto g ⊆ (A), i

V_0 – g–podmodul~ A, q~i fflementy poroßda¸t A kak algebru, to vo mnogih

interesnyh sluqaØh suwestvuet prostranstvo skrytyh simmetriæ V tipa

(V_0, n) v A dlØ dostatoqno bol~xogo n.

Teorema 1 [62].

A. Tenzornye operatory tipa π_1 i π_2 [2,3,15] v module Verma [9] V_h nad algebroæ Li sl(2, C ) (π_i – koneqnomernoe predstavlenie sl(2, C ) razmernosti 2i + 1) obrazu¸t prostranstvo skrytyh simmetriæ tipa (π_1, 2); algebry s (neodnorodnymi) kvadratiqnymi sootnoxeniØmi End(V_h)–universal~no osvoboßdennyh skrytyh simmetriæ obrazu¸t odnoparametriqeskoe semeæstvo RW(sl(2, C ); α).

B. Tela qastnyh D(RW(sl(2, C ); α)) izomorfny, kak sledstvie, tenzornye operatory tipa π_i (i = 1, 2) obrazu¸t End(V_h)–universal~no kvadratiqno– regulØrnoe semeæstvo skrytyh simmetriæ.

ZameqaniØ k dokazatel~stvu. Pervoe utverßdenie teoremy proverØetsØ putem prØmyh vyqisleniæ. Privedem ih rezul~tat – Øvnu¸ konstrukci¸ algebry RW(sl(2, C ); α).

Pust~ L_i (i = −1, 0, 1) – bazis v sl(2, C ) takoæ, qto [L_i, L_j] = (i−j)L_{i+j} , d^k_j (−k ≤ j ≤ k) – bazisy v π_k, v kotoryh deæstvie sl(2, C ) imeet vid L_i(d^k_j ) =

(ki − j)d^k_{i+j} . Sootvetstvu¸wie tenzornye operatory v modulØh Verma V_h

budut oboznaqat~sØ zaglavnymi bukvami. Esli modul~ Verma V_h realizovan v prostranstve C [z] mnogoqlenov ot odnoæ kompleksnoæ peremennoæ z, v kotorom generatory algebry Li sl(2, C ) zada¸tsØ vyraßeniØmi L_{−1} = z,

L_0 = z∂_z +h i L_1 = z∂^2_z +2h∂_z, to tenzornye operatory D^k_i (k = 1, 2, 3) ime¸t

vid:

D^1_{−1} = z, D^1_0 = ξ + h, D^1 = (ξ + 2h)∂_z;

D^2_{−2} = z^2, D^2_{−1} = z(ξ + h +^1_2 ), D^2_0 = ξ^2 + 2hξ +^1_3 h(2h + 1),

D^2_1 = (ξ + 2h)(ξ + h +^1_2 )∂_z, D^2 = (ξ + 2h)(ξ + 2h + 1)∂^2_z ,

gde ξ = z∂_z .

Algebra RW(sl(2, C ); α) poroßdaetsØ fflementami l_i (i = −1, 0, 1) i w_i (i = −2 − 1, 0, 1, 2); deæstvie sl(2, C ) imeet vid L_i(l_j ) = (i − j)l_{i+j}, L_i(w_j ) =

(2i − j)w_{i+j} ; kommutacionnye sootnoxeniØ privedeny niße:

[l_{−1}, l_0] = − l_{−1} + α(l_1 ∘ w_{−2} − 2l_0 ∘ w_{−1} + l_{−1} ∘ w_0), [l_{−1}, l_1] = − 2l_0 + α(l_1 ∘ w_{−1} − 2l_0 ∘ w_0 + l_{−1} ∘ w_1), [l_0, l_1] = − l_1 + α(l_1 ∘ w_0 − 2l_0 ∘ w_1 + l_{−1} ∘ w_2);

[l_{−1}, w_{−1}] = − w_{−2} + 4αl^2_{−1} + 4α(w_{−2} ∘ w_0 − w^2_{−1}), [l_{−1}, w_0] = − 2w_{−1} + 8αl_{−1} ∘ l_0 + 4α(w_{−2} ∘ w_1 − w_{−1} ∘ w_0),

[l_{−1}, w_1] = − 3w_0 + 4α(l_{−1} ∘ l_1 + 2l^2_0) + 2α(w_{−2} ∘ w_2 + 2w_{−1} ∘ w_1 − 3w^2_0), [l_{−1}, w_2] = − 4w_1 + 16αl_0 ∘ L_1 + 8α(w_{−1} ∘ w_2 − w_0 ∘ w_1),

[l_0, w_{−2}] =2w_{−2} − 8αl^2_{−1} − 8α(w_{−2} ∘ w_0 − w^2_{−1}), [l_0, w_{−1}] =w_{−1} − 4αl_{−1} ∘ l_0 − 2α(w_{−2} ∘ w_1 − w_{−1} ∘ w_0), [l_0, w_0] = 0, [l_0, w_1] = − w_1 + 4αl_0 ∘ l_1 + 2α(w_{−1} ∘ w_2 − w_0 ∘ w_1),

[l_0, w_2] = − 2w_2 + 8αl^2_1 + 8α(w_0 ∘ w_2 − w^2_1), [l_1, w_{−2}] =4w_{−1} − 16αl_{−1} ∘ l_0 − 8α(w_{−2} ∘ w_1 − w_{−1} ∘ w_0),

[l_1, w_{−1}] =3w_0 − 4α(l_{−1} ∘ l_1 + 2l^2_0) − 2α(w_{−2} ∘ w_2 + 2w_{−1} ∘ w_1 − 3w^2_0), [l_1, w_0] =2w_1 − 8αl_0 ∘ l_1 − 4α(w_{−1} ∘ w_2 − w_0 ∘ w_1),

[l_1, w_1] =w_2 − 4αl^2_1 − 4α(w_0 ∘ w_2 − w^2_1);

[w_{−2}, w_{−1}] = − 2l_{−1} ∘ w_{−2}, [w_{−2}, w_0] = −^4_3 (2l_{−1} ∘ w_{−1} + l_0 ∘ w_{−2}), [w_{−2}, w_1] = − 3l_{−1} ∘ w_0 − 2l_0 ∘ w_{−1} − l_1 ∘ w_{−2}, [w_{−2}, w_2] = − 4(l_{−1} ∘ w_1 + l_1 ∘ w_{−1}),

[w_{−1}, w_0] = −^1_6 (3l_{−1} ∘ w_0 + 10l_0 ∘ w_{−1} − l_1 ∘ w_{−2}),

[w_{−1}, w_1] = −^1_2 (l_{−1} ∘ w_1 + 6l_0 ∘ w_0 + l_1 ∘ w−1), [w_{−1}, w_2] = − l_{−1} ∘ w_2 − 2l_0 ∘ w_1 − 3l_1 ∘ w_0,

[w_0, w_1] =^1_6 (l_{−1} ∘ w_2 − 10l_0 ∘ w_1 − 3l_1 ∘ w_0),

[w_0, w_2] = −^4_3 (2l_1 ∘ w_1 + l_0 ∘ w_2), [w_1, w_2] = −2l_1 ∘ w_2,

gde a ∘ b =^1_2 (ab + ba).

Algebra RW(sl(2, C ); α) dopuskaet predstavlenie tenzornymi operatorami v module Verma V_h nad sl(2, C ): l_i → δ^{−1}D^1_i , w_i → δ^1 D^2_i (δ = 1 −^1_3 (2h +

1)(2h + 3)α).

Vtoroe utverßdenie teoremy dokazyvaetsØ pri pomowi postroeniØ Øvnoæ konstrukcii izomorfizma v qetyre xaga. Xag pervyæ: operatory

L_i predstavlØ¸tsØ v vide L_i = ad(l_i) = ad(l_i) + ∑ j≥1 α^j ad(X_{i,j}), X_{i,j} ∈ RW(sl(2, C ); α). Xag vtoroæ: odnoznaqno opredelØ¸tsØ generatory w_i = w_i + ∑ j≥1 α^j Y_{i,j}, Y_{i,j} ∈ RW(sl(2, C ); α) takie, qto [l_i, w_j ] = (2i − j)w_{i+j} .

Tretiæ xag: operatory l_i i w_j udovletvorØ¸t kommutacionnym sootnoxeniØm v RW(sl(2, C ); 0). V rezul~tate my poluqili, qto deformaciØ RW(sl(2, C ); α) algebry RW(sl(2, C ); 0) formal~no trivial~na. Xag qetvertyæ: formal~nye rØdy dlØ l_i i w_j racional~ny. 1.2. Algebra Raka–Vignera RW(sl(2, C )) dlØ sl(2, C ) i ee central~noe rasxirenie^^RW(sl(2, C )) [40,61].

Rassmotrim model~ M_{od}(sl(2, C )) neqetnomernyh predstavleniæ algebry Li sl(2, C ), a takße universal~nu¸ obertyva¸wu¸ algebru U(sl(2, C )) i ideal I_λ v neæ, poroßdennyæ K − λ, gde K – fflement Kazimira. Faktor

U(sl(2, C ))/I_λ snabßaet model~ M_{od}(sl(2, C )) strukturoæ associativnoæ al-

gebry, kotoru¸ my budem nazyvat~ associativnoæ model~noæ algebroæ dlØ algebry Li sl(2, C ) i oboznaqat~ Md^{(λ)}(sl(2, C )). KommutatornaØ algebra Md^{(λ)}_{[·,·]}(sl(2, C )) associativnoæ model~noæ algebry Md^{(λ)}(sl(2, C )) nazyvaet-

sØ model~noæ algebroæ Li dlØ sl(2, C ) (ili algebroæ Feægina – sm. [32]).

Algebroæ Raka-Vignera RW^{(λ)}_∞ (sl(2, C )) beskoneqnogo porydka dlØ algebry Li sl(2, C ) (sr. [48]) nazyvaetsØ universal~naØ obertyva¸waØ algebra U(Md^{(λ)}_{[·,·]}(sl(2, C ))) model~noæ algebry Li Md^{(λ)}_{[·,·]}(sl(2, C )).

Opredelenie 2 [61]. AssociativnaØ algebra RW^{(λ)}_n (sl(2, C )) nazyvaetsØ

(reducirovannoæ) algebroæ Raka–Vignera porØdka n dlØ algebry Li sl(2, C ), esli i tol~ko esli

(i) ona dopuskaet ffpimorfizm na associativnu¸ model~nu¸ algebru

Md^{(λ)}(sl(2, C ));

(ii) RW^{(λ)}_n (sl(2, C )) poroßdaetsØ kak algebra prØmoæ summoæ π_1 ⊕ π_2 ⊕ . . . π_{n−1} ⊕ π_n pervyh n neqetnomernyh predstavleniæ algebry Li sl(2, C ) (ffta prØmaØ summa kak sl(2, C )–modul~ izomorfna sl(n, C )),

deæstvie sl(2, C ) zadaetsØ pri pomowi ad(π_1);

(iii) RW^{(λ)}_n (sl(2, C )) izomorfna kak sl(2, C )–modul~ S^·(sl(n, C )) (S^·(V ) –

simmetriqeskaØ algebra nad V ).

Esli algebra Raka–Vignera imeet porØdok 2, to indeks 2 budet opuskat~sØ, a sama algebra nazyvat~sØ prosto algebroæ Raka–Vignera. Algebra Raka–Vignera RW(sl(2, C )) dlØ algebry Li sl(2, C ) ne zavisit ot λ i sovpadaet s algebroæ RW(sl(2, C ); 0) predyduwego paragrafa. Teorema 2A [61]. DlØ l¸bogo n suwestvuet algebra Raka–Vignera

RW^{(λ)}_n (sl(2, C )) dlØ algebry Li sl(2, C ) porØdka n.

Teorema 2B [40]. Algebra Raka–Vignera RW(sl(2, C )) dopuskaet edinst-

vennoe sl(2, C )–ffkvivariantnoe central~noe rasxirenie ^RW(sl(2, C )) v klasse algebr s neodnorodnymi kvadratiqnymi sootnoxeniØmi. �to rasxirenie moßet byt~ sl(2, C )–ffkvivariantno defirmirovano do rasxireniØ ^RW(sl(2, C ); α)) algebry RW(sl(2, C ); α).

Central~noe rasxirenie zadaetsØ s pomow~¸ lineænyh strukturnyh konstant algebry Li sl(3, C ), inymi slovami, izmenØ¸tsØ kommutatory tol~ko generatorov w_j (otmetim, qto v rabote [40] soderßitsØ netoqnost~ v zapisi treh kommutatorov; pravil~nyæ variant predstavlen v [62]):

[w_{−1}, w_{−2}] = 2l_{−1} ∘ w_{−2}, [w_0, w_{−2}] =^4_3 (2l_{−1} ∘ w_{−1} + l_0 ∘ w_{−2}),

[w_0, w_{−1}] =^1_6 (−l_1 ∘ w_2 + 10l_0 ∘ w_{−1} + 3l_{−1} ∘ w_0 − 3ρl_{−1}), [w_1, w_{−2}] = l_1 ∘ w_{−2} + 2l_0 ∘ w_{−1} + 3l_{−1} ∘ w_0 + ρl_{−1},

[w_1, w_{−1}] =^1_2 (l_1 ∘ w_{−1} + 6l_0 ∘ w_0 + l_{−1} ∘ w_1 − ρl_0), [w_2, w_{−2}] = 4(l_1 ∘ w_{−1} + l_1 ∘ w_1), [w_2, w_{−1}] = 2l_{−1} ∘ w_2 + 2l_0 ∘ w_1 + 3l_1 ∘ w_0 + ρl_1,

[w_1, w_0] =^1_6 (−l_{−1}w_2 + 10l_0 ∘ w_1 + 3l_1 ∘ w_0 − 3ρl_1),

[w_2, w_0] =^4_3 (2l_1 ∘ w_1 + l_0 ∘ w_2, [w_2, w_1] = 2l_1 ∘ w_2, [ρ, l_i] = [ρ, w_j] = 0.

Pri znaqenii c̃ central~nogo fflementa ρ, stremØwemsØ k beskoneqnosti, kommutacionnye sootnoxeniØ v algebre ^RW(sl(2, C )) perehodØt v kommutacionnye sootnoxeniØ algebry sl(3, C ) (pri zamene w^′_i = w_i/c̃^{1/2}), takim obrazom, algebra ^RW(sl(2, C )) moßet rassmatrivat~sØ i kak deformaciØ universal~noæ obertyva¸weæ algebry algebry Li sl(3, C ) v klasse kvadratiqnyh algebr.

Teorema 2V [40]. Predstavlenie algebry U(sl(3, C )) v modeli neprivodi-

myh neqetnomernyh predstavleniæ algebry Li sl(2, C ) skrytymi simmetriØmi [4] odnoznaqnym obrazom deformiruetsØ do predstavleniØ ^RW(sl(2, C )) (takogo, qto w^∗_i = w_{−i}).

Utverßdenie teoremy poluqaetsØ s pomow~¸ prØmyh vyqisleniæ, Øvnye formuly dlØ deformacii predstavleniØ soderßatsØ v rabote [40, str.345].

Takim obrazom, algebra Raka–Vignera RW(sl(2, C )) moßet rassmatrivat~sØ kak spektr–generiru¸waØ (”dinamiqeskaØ”) algebra [2,22] (sm. takße [51,75]) dlØ modeli neprivodimyh neqetnomernyh predstavleniæ algebry Li sl(2, C ) (koneqnomernyh neprivodimyh predstavleniæ gruppy Li SO(3)) narØdu s algebroæ Li sl(3, C ).

1.3. Osvoboßdenie skrytyh simmetriæ pri pomowi nekommutativnogo polukubiqeskogo otobraßeniØ [63].

Opredelenie 3. Pust~ V – prostranstvo skrytyh simmetriæ v algebre A otnositel~no algebry Li g; skrytye simmetrii iz V nazyva¸tsØ skrytymi simmetriØmi polukubiqeskogo tipa, esli suwestvu¸t (1) netrivial~noe razloßenie V v prØmu¸ summu V_2 ⊕ V_3 posprostranstv V_2 i V_3, (2) neprivodimyæ g–modul~ V_1 takoæ, qto opredeleny ffpimorfizmy S^i(V_1) →

V_i (i = 2, 3) g–moduleæ; v fftom sluqae otobraßenie ⨁ i=2,3 S i(V_1) → F, kom-

poziciØ otobraßeniæ S^i(V_1) → V_i i vloßeniØ V v F, nazyvaetsØ nekommutativnym polukubiqeskim otobraßeniem.

Teorema 3 [63]. Tenzornye operatory tipa π_2 i π_3 v module Verma V_h

nad algebroæ Li sl(2, C ) (π_s – koneqnomernoe predstavlenie sl(2, C ) razmernosti 2i + 1) obrazu¸t prostranstvo skrytyh simmetriæ polukubiqeskogo tipa; suwestvuet v toqnosti odna algebra s (odnorodnymi) kvadratiqnymi sootnoxeniØmi^∗ A_h osvoboßdennyh skrytyh simmetriæ dlØ kaßdogo h.

Pust~ L_i – bazis v sl(2, C ) takoæ, qto [L_i, L_j] = (i − j)L_{i+j} , (i, j = −1, 2, 3) i d^k_j (−k ≤ j ≤ k) – bazisy v π_k, v kotoryh deæstvie sl(2, C ) imeet vid

L_i(d^k_j ) = (ki − j)d^k_{i+j} . Sootvetstvu¸wie tenzornye operatory v modulØh

Verma V_h budut oboznaqat~sØ zaglavnymi bukvami. Esli modul~ Verma

V_h realizuetsØ v prostranstve C [z] mnogoqlenov ot odnoæ kompleksnoæ

peremennoæ z, v kotorom generatory sl(2, C ) deæstvu¸t kak L_{−1} = z, L_0 =

z∂_z + h, L_1 = z∂^2_z + 2h∂_z, to tenzornye operatory D^k_i (k = 2, 3) zada¸tsØ

formulami

D^2_{−2} = z^2

D^2_{−1} = z(ξ + h +^1_2 )

D^2_0 = ξ^2 + 2hξ +^1_3 h(2h + 1)

D^2_1 = (ξ + 2h)(ξ + h +^1_2 )∂_z

D^2 = (ξ + 2h)(ξ + 2h + 1)∂^2_z

� Podobnye algebry obrazu¸t estestvennyæ klass associativnyh algebr. Ih issledovanie bylo naqato nezavisimo i odnovremenno neskol~- kimi avtorami, rabota [83] moßet byt~ otmeqena kak odna iz naimenee izvestnyh. Vydelim takße obzor [14] po ukazannoæ teme.

D^3_{−3} = z^3 D^3_{−2} = z^2(ξ + h + 1) D^3_{−1} = z(ξ^2 + (2h + 1)ξ +^2_5 (h + 1)(2h + 1)) D^3_0 = ξ^3 + 3hξ^2 + (2h^2 +^1_5 (h + 1)(2h + 1))ξ +^1_5 h(h + 1)(2h + 1) D^3_1 = (ξ + 2h)(ξ^2 + (2h + 1)ξ +^2_5 (h + 1)(2h + 1))∂_z D^3_2 = (ξ + 2h)(ξ + 2h + 1)(ξ + h + 1)∂^2_z D^3 = (ξ + 2h)(ξ + 2h + 1)(ξ + 2h + 2)∂^3_z

gde ξ = z∂_z .

Dokazatel~stvo teoremy. Oboznaqim otobraßenie d^k_i → D^k_i simvolom O, togda tenzornoe proizvedenie π_i ⊗ π_j = ⨁_{i+j} k=|i−j| πk moßet byt~ razloßeno

na dve qasti: π_i ⊗ π_j = π_i ∨ π_j ⊕ π_i ∧ π_j , gde

O(π_i ∨ π_j ) = [O(π_i), O(π_j )]_+, O(π_i ∧ π_j) = [O(π_i), O(π_j)]_−

ili Øvno

π_i ∨ π_j = i+j⨁ k=|i−j|,i+j−k∈2Z π_k, π_i ∧ π_j = i+j⨁ k=|i−j|,i+j−k∈2Z+1 π_k.

sl(2, C )–ffkvivariantnaØ struktura algebry s odnorodnymi kvadratiqny-

mi sootnoxeniØmi opredelØetsØ posredstvom vyraßeniØ kommutatorov

[π_2, π_2]_−, [π_2, π_3]_− [π_3, π_3]_− qerez antikommutatory [π_2, π_3]_+, [π_2, π_2]_++[π_3, π_3]_+

i [π_2, π_3]_+, sootvetstvenno (zdes~ π_i – kollektivnoe oboznaqenie dlØ osvoboßdennyh skrytyh simmetriæ, preobrazu¸wihsØ soglasno zadannomu predstavleni¸). �to vyraßenie zadaetsØ vloßeniØmi

π_2 ∧ π_2 = π_3 ⊕ π_1 ⊆ π_5 ⊕ π_3 ⊕ π_1 = π_2 ∨ π_3, π_2 ∧ π_3 = π_4 ⊕ π_2 ⊆ (π_4 ⊕ π_2) + (π_6 ⊕ π_4 ⊕ π_2) = π_2 ∨ π_2 + π_3 ∨ π_3, π_3 ∧ π_3 = π_5 ⊕ π_3 ⊕ π_1 = π_2 ∨ π_3;

tak qto obwie kommutacionnye sootnoxeniØ soderßat 4 neopredelennye konstanty, dve iz nih (pervaØ i qetvertaØ) mogut byt~ normirovany preobrazovaniØmi tenzornyh operatorov D^k_i : D^2_i → λ_2D^2_i , D^3_i → λ_3D^3_i , vtoraØ i qetvertaØ fiksiru¸tsØ sootnoxeniØmi ˚kobi dlØ troek π_2 ⊗ π_2 ⊗ π_3 i

π_3 ⊗ π_3 ⊗ π_2; toßdestva ˚kobi dlØ troek iz π_2 ⊗ π_2 ⊗ π_2 i π_3 ⊗ π_3 ⊗ π_3 ne

soderßat novyh usloviæ � Zameqanie 1. Algebry A_h ne izomorfny drug drugu pri razliqnyh h. Ne suwestvuet algebry s (odnorodnymi ili neodnorodnymi) kvadratiqnymi sootnoxeniØmi, kotoraØ by osvoboßdala opisannye skrytye simmetrii

End(V_h)–universal~no.

Gipoteza 1. Utverßdenie teoremy ostaetsØ v sile pri zamene π_2 i π_3 na π_n i π_{n+1} (n ≥ 3).

Vopros 1:. ˚vlØ¸tsØ li algebry A_h teoremy 1 algebrami KoxulØ [69]?

Zameqanie 2. Vozmoßno, qto izuqenie osvoboßdennyh skrytyh simmetriæ, zadavemyh tenzornymi operatorami, moßet prolit~ svet na nekotorye dopolnitel~nye sootnoxeniØ v teorii kofffficientov Klebxa–Gordana [38] (sm. takße [15,16]).

1.4. f–algebry [63].

Opredelenie 4. Pust~ g – algebra Li i W – ee (neprivodimoe) predstavlenie. f–algebroæ nazyvaetsØ associativnaØ algebra f(g, W ) takaØ, qto (1) U(g) – podalgebra f(g, W ), tak qto g deæstvuet na f(g, W ) estestvennym obrazom, (2) zadano g–ffkvivariantnoe vloßenie W v f(g, W ), takim obrazom, moßno rassmatrivat~ W kak podprostranstvo v f(g, W ), (3) g–ffkvivariantnoe vloßenie W v f(g, W ) prodolßaetsØ do g–ffkvivariantnogo vloßeniØ S^·(W ) v f(g, W ), opredelennogo pri pomowi simmetrizacii VeælØ, sledovatel~no, S^·(W ) moßet rassmatrivat~sØ kak podprostranstvo v f(g, W ); (4) g–moduli f(g, W ) i S^·(g) ⊗ S^·(W ) izomorfny, pri fftom podrazumevaetsØ izomorfizm podalgebry U(g) algebry f(g, W ) i S^·(g) kak g–moduleæ; (5) v proizvol~nom bazise w_l v W kommutator dvuh fflementov fftogo bazisa v algebre f(g, W ) moßet byt~ predstavlen v vide

[w_i, w_j ] = f^k_{ij} w_k, pri fftom ”nekommutativnye strukturnye funkcii” f^k_{ij}

ØvlØ¸tsØ fflementami algebry U(g).

Oboznaqenie f(g, W ) podqerkivaet analogi¸ meßdu f–algebrami i universal~nymi obertyva¸wimi algebrami.

Teorema 4 [63]. Suwestvuet v toqnosti odna f–algebra f(sl(2, C ), π_n ) (n =

1, 2, 3) s ”nekommutativnymi strukturnymi funkciØmi” f^k_{ij} stepeni n−1, kotoraØ ØvlØetsØ pri fftom algebroæ End(V_h)–universal~no osvoboßdennyh skrytyh simmetriæ.

V sluqae n = 1 f–algebra f(sl(2, C ), π_n ) ØvlØetsØ skrewennym proizvedeniem dvuh kopiæ U(sl(2, C )) (t.e. universal~noæ obertyva¸weæ algebroæ poluprØmoæ summy dvuh kopiæ sl(2, C ), odna kopiØ deæstvuet na drugoæ pri pomowi prisoedinennogo deæstviØ). V sluqae n = 2 f–algebra f(sl(2, C ), π_n ) sovpadaet s algebroæ Raka–Vignera RW(sl(2, C )). Opixem Øvno f–algebru f(sl(2, C ), π_3 ).

Zafiksiruem bazis u_k (−3 ≤ k ≤ 3) v π_3 takoæ, qto L_i(u_k) = (3i −

k)u_{i+k}. Postroim takße fflementy Ω_j (−2 ≤ j ≤ 2; [L_i, Ω_j] = (2i − j)Ω_{i+j}) v U(sl(2, C )):

Ω_{−2} = L^2_{−1}, Ω_{−1} =^1_2 (L_0L_{−1} + L_{−1}L_0), Ω_0 =^1_6 (L_1L_{−1} + 4L^2_0 + L_{−1}L_1),

Ω_1 =^1_2 (L_1L_0 + L_0L_1), Ω_2 = L^2_1.

Rassmotrim dalee vyraßeniØ A_j (−5 ≤ j ≤ 5; [L_i, A_j] = (5i − j)A_{i+j}), B_j (−3 ≤ j ≤ 3; [L_i, B_j] = (3i − j)B_{i+j}), C_j (j = −1, 0, 1, [L_i, C_j] = (i − j)C_{i+j} ):

2A_{−5} = −Ω_{−2}u_{−3}

A_{−4} = −^1_5 (2Ω_{−1}u_{−3} + 3Ω_{−2}u_{−2})

A_{−3} = −^1_{15} (Ω_0u_{−3} + 8Ω_{−1}u_{−2} + 5Ω_{−2}u_{−1}) A_{−2} = −^1_{30} (Ω_1u_{−3} + 9Ω_0u_{−2} + 15Ω_{−1}u_{−1} + 5Ω_{−2}u_0) A_{−1} = −^1_{210} (Ω_2u_{−3} + 24Ω_1u_{−2} + 90Ω_0u_{−1} + 80Ω_{−1}u_0 + 15Ω_{−2}u_1) A_0 = −^1_{42} (Ω_2u_{−2} + 10Ω_1u_{−1} + 20Ω_0u_0 + 10Ω_{−1}u_1 + Ω_{−2}u_2) A_1 = −^1_{210} (15Ω_2u_{−1} + 80Ω_1u_0 + 90Ω_0u_1 + 24Ω_{−1}u_2 + Ω_{−2}u_3) A_2 = −^1_{30} (5Ω_2u_0 + 15Ω_1u_1 + 9Ω_0u_2 + Ω_{−1}u_3) A_3 = −^1_{15} (5Ω_2u_1 + 8Ω_1u_2 + 2Ω_0u_3) A_4 = −^1_5 (3Ω_2u_2 + 2Ω_1u_3), A_5 = −Ω_2u_3

B_{−3} = Ω_0u_{−3} − 2Ω_{−1}u_{−2} + Ω_{−2}u_{−1} B_{−2} =^1_3 (Ω_1u_{−3} − 3Ω_{−1}u_{−1} + 2Ω_{−2}u_0) B_{−1} =^1_{15} (Ω_2u_{−3} + 6Ω_1u_{−2} − 9Ω_0u_{−1} − 4Ω_{−1}u_0 + 6Ω_{−2}u_1) B_0 =^1_5 (Ω_2u_{−2} + Ω_1u_{−1} − 4Ω_0u_0 + Ω_{−1}u_1 + Ω_{−2}u_2) B_1 =^1_{15} (6Ω_2u_{−1} − 4Ω_1u_0 − 9Ω_0u_1 + 6Ω_{−1}u_2 + Ω_{−2}u_3) B_2 =^1_3 (2Ω_2u_0 − 3Ω_1u_1 + Ω_{−1}u_3) B_3 = Ω_2u_1 − 2Ω_1u_2 + Ω_0u_3,

C_{−1} = Ω_2u_{−3} − 4Ω_1u_{−2} + 6Ω_0u_{−1} − 4Ω_{−1}u_0 + Ω_{−2}u_1 C_0 = Ω_2u_{−2} − 4Ω_1u_{−1} + 6Ω_0u_0 − 4Ω_{−1}u_1 + Ω_{−2}u_2 C_1 = Ω_2u_1 − 4Ω_1u_0 + 6Ω_0u_1 − 4Ω_{−1}u_2 + Ω_{−2}u_3.

Kommutacionnye sootnoxeniØ v f(sl(2, C ), π_3 ) ime¸t vid

[u_{−3}, u_{−2}] = 3A_{−5}, [u_{−3}, u_{−1}] = 6A_{−4}, [u_{−3}, u_0] = 9A_{−3} −^3_2 D_{−3}, [u_{−3}, u_1] = 12A_{−2} − 6D_{−2}, [u_{−3}, u_2] = 15A_{−1} − 6D_{−1} −^3_7 C_{−1}, [u_{−3}, u_3] = 18A_0 − 42D_0 −^{36}_7 C_0, [u_{−2}, u_{−1}] = 3A_{−3} + D_{−3}, [u_{−2}, u_0] = 6A_{−2} +^3_2 D_{−2}, [u_{−2}, u_1] = 9A_{−1} − 3D_{−1} +^1_7 C_{−1}, [u_{−2}, u_2] = 12A_0 − 11D_0 +^4_7 C_0, [u_{−2}, u_3] = 15A_1 − 6D_1 −^3_7 C_1, [u_{−1}, u_0] = 3A_{−1} +^3_2 D_{−1} −^3_{35} C_{−1}, [u_{−1}, u_1] = 6A_0 + 2D_0 −^4_{35} C_{−1}, [u_{−1}, u_2] = 9A_1 − 3D_1 +^1_7 C_1, [u_{−1}, u_3] = 12A_2 − 6D_2, [u_0, u_1] = 3A_1 +^3_2 D_1 −^3_{35} C_1, [u_0, u_2] = 6A_2 +^3_2 D_2, [u_0, u_3] = 9A_3 −^3_2 D_3, [u_1, u_2] = 3A_3 + D_3, [u_1, u_3] = 6A_4, [u_2, u_3] = 3A_5,

gde D_k = B_k − 2u_k + –(4Ku_k + 66u_k − 15B_k) (K – fflement Kazimira dlØ

sl(2, C ): K = L_{−1}L_1 − 2L^2_0 + L_1L_{−1}; konstanta – fiksiruetsØ toßdestvami

˚kobi i moßet byt~ opredelena pri ih proverke na troæke u_{−2}, u_{−1}, u_0). Gipoteza 2. Utverßdenie teoremy ostaetsØ v sile pri n > 3.

1.5. Osvoboßdenie skrytyh simmetriæ i resintez algebraiqeskih struktur.

Opredelenie 5. Pust~ A – algebra Hopfa [10,25,44], g – algebra Li takaØ, qto g ⊆ Der(A) (naprimer, A = U(g)), V – prostranstvo skrytyh simmetriæ A, iteracii koumnoßeniØ v algebre Hopfa A opredelØ¸t po nekotoromu pravilu vloßeniØ V v algebry A_n = A^{⊗n}. Resintezom (A, V ) nazyvaetsØ associativnaØ algebra A_V takaØ, qto (1) g ⊆ A_V , (2) zadano g–ffkvivariantnoe vloßenie V v A_V (t.o. moßno rassmatrivat~ V kak podprostranstvo v A_V ), (3) dlØ l¸bogo n opredelen g–ffkvivariantnyæ gomomorfizm A_V → A_n, toßdestvennyæ na V , (4) A_V ØvlØetsØ minimal~noæ algebroæ, udovletvorØ¸weæ ukazannym trebovaniØm.

Esli A = U(su(2)), V – sovokupnost~ operatorov spina (t.e. fflementov

su(2) i operatorov spin–spinovogo vzaimodeæstviØ (kvadratiqnyh vyra-

ßeniæ ot operatorov spina [8,19]), vloßenie V v A_n sopostavlØet generatoram su(2) operatory summarnogo spina, a kvadratiqnym vyraßeniØm ot nih – summu operatorov poparnogo spin–spinovogo vzaimodeæstviØ razliqnyh qastic (t.e. bez samodeæstviØ), to resintezom (A, V ) budet vewestvennaØ forma algebry Raka–Vignera RW(sl(2, C )).

Otmetim, qto kontinual~nyæ analog resinteza produciruet anomalii i v rassmotrennom primere privodit k vewestvennoæ forme algebry

^RW(sl(2, C )).

Metody resinteza algebraiqeskih struktur ispol~zu¸tsØ pri opisanii spektra kvantovyh qisel qasticepodobnyh sostoØniæ kvantovyh rexetoqnyh i kvantovopolevyh sistem.

1.6. DinamiqeskaØ obratnaØ zadaqa teorii predstavleniæ i nekommutativnaØ geometriØ [43]. Cel~ dannogo paragrafa – vyqlenit~ ”dinamiqesku¸” parallel~ k obratnoæ zadaqe, voshodØwu¸ k klassiqeskoæ rabote E.Vignera [84].

DinamiqeskaØ obratnaØ zadaqa teorii predstavleniæ (zadaqa E.Vignera). DlØ zadannoæ sistemy operatornyh differencial~nyh uravneniæ (*) ∂ ∂t X̂_i(t) = f_i(X̂_1(t) . . . X̂_n(t)) (1 ≤ i ≤ n)

naæti algebraiqeskiæ ob¨ekt A, poroßdennyæ generatorami e_i i odnoparametriqesku¸ gruppu γ_t avtomorfizmov A takie, qto pri l¸bom (nadleßawim obrazom opredelennom) operatornom predstavlenii T algebraiqeskogo ob¨ekta A gruppa γ_t opredelØetsØ sistemoæ uravneniæ (∗), kol~ skoro T (e_i) = X̂_i(0).

Algebraiqeskiæ ob¨ekt A moßet byt~ associativnoæ algebroæ polinomial~nogo rosta (naprimer, algebroæ Puankare–Birhgofa–Vitta [13]), hotØ i drugie varianty vozmoßny (takie kak parastatistiki [57,7,76,78] ili sootnoxeniØ v izotopiqeskih parah [41,63]). V dal~neæxem, odnako, ukazannye vozmoßnosti ne budut rassmatrivat~sØ.

Praktiqeski naibol~xiæ interes predstavlØ¸t beskoneqnye sistemy operatornyh uravneniæ, otveqa¸wie nelineænym operatornym uravneniØm v qastnyh proizvodnyh kvantovoæ teorii polØ (naprimer, uravneniØm saæn–Gordona ili LiuvillØ, rassmatrivavximsØ s ukazannoæ toqki zreniØ v kaqestve harakternyh primerov leningradskoæ xkoloæ akad. L.D.Faddeeva v ramkah kvantovogo metoda obratnoæ zadaqi, gruppoæ iz Laboratorii teoretiqeskoæ fiziki Vysxeæ normal~noæ xkoly v Pariße pod rukovodstvom prof. ȷ.-L.ȷervff, kollektivom otdela kvantovoæ teorii polØ v Matematiqeskom institute imeni V.A.Steklova v Moskve). Odnako, s metodologiqeskoæ toqki zreniØ celesoobrazno rassmatrivat~ i koneqnye sistemy operatornyh uravneniæ, otveqa¸wie obyknovennym differencial~nym uravneniØm (nerelØtivistskoæ) kvantovoæ mehaniki. O roli dinamiqeskih sistem v nekommutativnyh algebrah kak matematiqeskogo apparata kvantovoæ mehaniki i kvantovoæ teorii polØ sm. [35,37].

Opredelenie 6. Dinamiqeskim osvoboßdeniem skrytyh simmetriæ nazyvaetsØ sopostavlenie zadannoæ sisteme operatornyh differencial~- nyh uravneniæ (∗) pary (A, γ_t), gde A – associativnaØ algebra, poroßdennaØ generatorami e_1, . . . e_n tak,qto otobraßenie simmetrizacii VeælØ

w : S^·(H) → A (H = span(e_1, . . . e_n)) ØvlØetsØ izomorfizmom lineænyh pros-

transtv, a γ_t – odnoparametriqeskaØ gruppa avtomorfizmov algebry A takaØ, qto pri l¸bom operatornom predstavlenii T associativnoæ algebry A gruppa γ_t opredelØetsØ sistemoæ (∗), kol~ skoro T (e_i) = X̂_i(0). Dinamiqeskoæ osvoboßdenie simmetriæ nazyvaetsØ gamil~tonovym, esli suwestvuet takoæ fflement h algebry A, qto sistema (∗) privoditsØ k vidu ∂ ∂t X̂_i = [Ĥ, X̂_i] (Ĥ = T (h)).

S algebrogeometriqeskoæ toqki zreniØ dinamiqeskoe osvoboßdenie skrytyh simmetriæ zakl¸qaetsØ v interpretacii zadannoæ sistemy operatornyh differencial~nyh uravneniæ kak potoka (dinamiqeskoæ sistemy) na nekommutativnom algebraiqeskom mnogoobrazii [70]. Neobhodimo otmetit~, qto v otliqie ot kommutativnogo sluqaØ dannaØ interpretaciØ ne ØvlØetsØ trivial~noæ i samooqevidnoæ. Zametim takße, qto dinamiqeskie sistemy na nekommutativnyh mnogoobraziØh voznika¸t estestvennym obrazom i v ramkah nekommutativnoæ differencial~noæ geometrii Alana Konna [50].

Otmetim, qto interpretaciØ kvantovoæ konformnoæ teorii polØ, tesno svØzannoæ s upomØnutymi vyxe uravneniØmi kavntovoæ teorii polØ, kak beskoneqnomernoæ nekommutativnoæ geometrii byla dana avtorom v rabote [39]. AnalogiqnaØ interpretaciØ kvantovopolevoæ teorii vzaimodeæstvu¸wih strun soderßitsØ v [60]. Odnako, podqerknem, qto v konkretnyh kvantovopolevyh zadaqah zaqastu¸ ispol~zu¸tsØ associativnye algebry A s fiksirovannym naborom fflementov e_i takih, qto T (e_i) = X̂_i(0), no ne poroßdaemyh imi. Kak pravilo, v kaqestve algebry A udobno rassmatrivat~ algebry VeælØ ot kofffficientov svobodnyh poleæ (t.n. predstavlenie svobodnyh poleæ), universal~nye obertyva¸wie algebry algebr Kaca–Mudi ili nekotorye ih q–deformacii. Tem samym, podobnye konstrukcii ØvlØ¸tsØ estestvennymi al~ternativami dinamiqeskomu osvoboßdeni¸ skrytyh simmetriæ pri rexenii dinamiqeskoæ obratnoæ zadaqi teorii predstavleniæ.

Rassmotrim prosteæxie primery dinamiqeskogo osvoboßdeniØ skrytyh simmetriæ.

Primer 1 (n = 2, f_1 f_2 – lineænye funkcii). V fftom sluqae sistema (∗) imeet vid: {_∂ ∂t X̂ = aX̂ + bŶ ∂ ∂t Ŷ = cX̂ + dŶ Bez ograniqeniØ obwnosti moßno sqitat~, qto matrica A = ( a b c d ) privedena k ßordanovoæ normal~noæ forme. Pust~ matrica A diago-

nal~na: A = ( λ 0 0 μ ) . Sistema (∗) zapisyvaetsØ kak {_∂ ∂t X̂ = λX̂ ∂ ∂t Ŷ = μŶ Budem iskat~ sootnoxeniØ na X̂ i Ŷ v vide [X̂, Ŷ ] = f̂(X̂, Ŷ ), gde f̂(X̂, Ŷ ) = ∑ i≥0 ∑ j≥0 a_{ij}X̂^iŶ^j . Uslovie sohraneniØ dinamikoæ ukazannyh sootnoxe-

niæ imeet vid

(λ + μ) ∑ i≥o ∑ j≥0 a_{ij}X̂^iŶ^j = ∑ i≥0 ∑ j≥0 a_{ij} (iλ + jμ)X̂^iŶ^j ili ∑ i≥0 ∑ j≥0 a_{ij} (λ(i − 1) + μ(j − 1))X̂^iŶ^j = 0.

Kak sledstvie, kofffficienty a_{ij} otliqny ot nulØ tol~ko dlØ teh i i j, dlØ kotoryh vyraßenie λ(i − 1) + μ(j − 1) obrawaetsØ v nul~.

Vozmoßny pØt~ sluqaev:

1) Esli λ i μ nesoizmerimy, ili λ μ soizmerimy, odnogo znaka i λ ≠ μ, to [X̂, Ŷ ] = αX̂Ŷ ili, inymi slovami, X̂Ŷ = qŶ X̂ (sootnoxeniØ dvumernoæ kvantovoæ ploskosti [25,70]).

2) Esli λ = μ, to [X̂, Ŷ ] = αX̂^2 +βX̂Ŷ +γŶ^2 (algebra s kvadratiqnymi sootnoxeniØmi, poroßdennaØ dvumØ obrazu¸wimi [70]).

3) Esli λ = 0, μ ≠ 0, to [X̂, Ŷ ] = P (X̂)Ŷ , ili, inymi slovami, Ŷ X̂ =

R(X̂)Ŷ (algebry podobnogo tipa rassmatrivalis~ v [20]).

4) Esli λ + μ = 0, to X̂, Ŷ ] = ∑ k≥0 a_kX̂^kŶ^k. �tot sluqaæ otveqaet

klassiqeskoæ zadaqe E.Vignera [84] ob odnoznaqnosti vosstanovleniØ kvantovyh kommutacionnyh sootnoxeniæ po uravneniØm kvantovoæ dinamiki. V qastnosti, dannyæ sluqaæ vkl¸qaet t.n. q– kommutacionnye sootnoxeniØ X̂Ŷ − qŶ X̂ = 1 (sm., naprimer, [18]).

5) Esli λ i μ soizmerimy, λ = lν, μ = mν, l < 0, m > 0, l + m ≠ 0, to

[X̂, Ŷ ] = ∑ k≥0 a_kX̂^{1+km}Ŷ^{1−kl}.

Otmetim, qto dinamiqeskoe osvoboßdenie skrytyh simmetriæ ØvlØetsØ gamil~tonovym lix~ v sluqae kanoniqeskih kommutacionnyh sootnoxeniæ, ØvlØ¸wihsØ podsluqaem sluqaØ 4, i lineænyh kommutacionnyh sootnoxeniæ, ØvlØ¸wihsØ podsluqaem sluqaØ 3 s R(x) ≡ 1.

Pust~ teper~ matrica A imeet vid netrivial~noæ ßordanovoæ kletki ( λ 1 0 λ ) , izuqim, kogda suwestvuet dinamiqeskoe osvoboßdenie skrytyh

simmetriæ s algebroæ A, zadavaemoæ lineænymi ili kvadratiqnymi kommutacionnymi sootnoxeniØmi na generatory. Sistema (∗) imeet vid: {_∂ ∂tX̂ = λX̂ ∂ ∂t Ŷ = λŶ + X̂ 1) Pri λ ≠ 0 ne suwestvuet algebry A dinamiqeski osvoboßdennyh skrytyh simmetriæ s lineænymi kommutacionnymi sootnoxeniØmi na generatory.

2) Kvadratiqnye kommutacionnye sootnoxeniØ v algebre A dinamiqeski osvoboßdennyh skrytyh simmetriæ predstavlØ¸tsØ v vide

[X̂, Ŷ ] = aŶ^2. Sootvetstvu¸wee dinamiqeskoe osvoboßdenie skry-

tyh simmetriæ ne ØvlØetsØ gamil~tonovym.

Primer 2 (n = 2, f_1 i f_2 – odnorodnye kvadratiqnye funkcii). Sistema (∗) imeet vid:

(**) {_∂ ∂t X̂ = aX̂^2 + b^{X̂Ŷ +Ŷ X̂}_2 + cŶ^2 ∂ ∂t Ŷ = dX̂^2 + e^{X̂Ŷ +Ŷ Ŷ}_2 + fŶ^2

Izuqim, kogda dannaØ sistema operatornyh uravneniæ dopuskaet dinamiqeskoe osvoboßdenie skrytyh simmetriæ s algebroæ A, opredelØ¸wie kommutacionnye sootnoxeniØ kotoroæ – odnorodnye lineænye ili kvadratiqnye funkcii, a takße, kogda dinamiqeskoe osvoboßdenie skrytyh simmetriæ ØvlØetsØ gamil~tonovym.

1) Sistema operatornyh uravneniæ (∗∗) dopuskaet dinamiqeskoe osvoboßdenie skrytyh simmetriæ s algebroæ A, opredelØ¸wie kommutacionnye sootnoxeniØ kotoroæ lineæny, togda i tol~ko togda, kogda {

ac + bf + f^2 = 0

a^2 + ae + df = 0

Pri fftom [X̂, Ŷ ] = αX̂ + βŶ , i imeet mesto proporciØ α : β = −a : f. Dinamiqeskoe osvoboßdenie skrytyh simmetriæ gamil~tonovo,

Ĥ = pX̂2 +q^{X̂Ŷ +Ŷ X̂}_2 +rŶ 2 i imeet mesto proporciØ p:q :r = df :af :ac.

2) Sistema operatornyh uravneniæ (∗∗) dopuskaet dinamiqeskoe osvoboßdenie skrytyh simmetriæ s algebroæ A, opredelØ¸wie kommutacionnye sootnoxeniØ kotoroæ kvadratiqny, togda i tol~ko togda, kogda a : d = b : e = c : f. Pri fftom [X̂, Ŷ ] = αX̂^2 + β^{X̂Ŷ +Ŷ X̂}_2 +

γŶ^2, i ime¸t mesto proporcii a : d : α = b : e : β = c : f : γ. Di-

namiqeskoe osvoboßdenie skrytyh simmetriæ gamil~tonovo, Ĥ = pX̂ + qŶ i p:q = −a:d = −b:e = −c:f. Otmetim, qto sistema (∗) dopuskaet dinamiqeskoe osvoboßdenie skrytyh simmetriæ kak s lineænymi, tak i s kvadratiqnymi opredelØ¸wimi sootnoxeniØmi v algebre A, esli b = −(a+c), d = a, e = b, f = c. Lineænyæ sluqaæ zadaetsØ sootnoxeniØmi [X̂, Ŷ ] = aX̂ + bŶ i gamil~tonianom Ĥ = 1 2 (X̂+Ŷ )^2, kvadratiqnyæ – sootnoxeniØmi [X̂, Ŷ ] = aX̂^2−(a+c)^{X̂Ŷ +Ŷ X̂}_2 +cŶ^2

i gamil~tonianom Ĥ = X̂ − Ŷ .

Interesnye vozmoßnosti voznika¸t v sluqae sistemy iz treh operatornyh differencial~nyh uravneniæ s lineænoæ ili kvadratiqnoæ pravoæ qast~¸, odnako, on ne soderßit ideologiqeski niqego principial~no novogo, esli ograniqivat~sØ algebrami A dinamiqeski osvoboßdennyh skrytyh simmetriæ s lineænymi ili kvadratiqnymi perestanovoqnymi sootnoxeniØmi na generatory.

Otmetim, qto pri l¸bom koneqnom n issledovanie vozmoßnosti dinamiqeskogo osvoboßdeniØ skrytyh simmetriæ, opisyvaemyh lineænymi ili kvadratiqnymi perestanovoqnymi sootnoxeniØmi, v sistemah n operatornyh differencial~nyh uravneniæ s lineænoæ ili kvadratiqnoæ pravoæ qast~¸ svoditsØ k voprosu o suwestvovanii netrivial~nyh rexeniæ pereopredelennyh sistem lineænyh uravneniæ s posledu¸weæ proverkoæ toßdestv ˚kobi i ne predstavlØet teoretiqeskih ili vyqislitel~nyh trudnosteæ v otliqie ot sluqaØ sil~no nelineænyh perestanovoqnyh sootnoxeniæ (sm. [12]).

2. Lievskie g–puqki, li–dopustimye g–puqki i izotopiqeskie pary

2.1. Lievskie g–puqki i skrytye simmetrii [63].

Opredelenie 7.

A. Pust~ g – algebra Li. Lievskim g–puqkom nazyvaetsØ g–modul~ W takoæ, qto suwestvuet g–ffkvivariantnoe otobraßenie g ⊗

⋀_2 (W ) → W , opredelØ¸wee strukturu algebry Li v W pri zafiksirovannom pervom argumente; my budem oboznaqat~ poluqennu¸ operaci¸ [·, ·]_L, L ∈ g.

B. Semeæstvo (lineænoe prostranstvo) operatorov nazyvaetsØ izokommutatornoæ algebroæ operatorov, esli suwestvuet operator A, nazyvaemyæ izotopiqeskim fflementom (sr. napr. [80]) takoæ, qto dlØ l¸byh X i Y iz semeæstva vyraßenie XAY − Y AX takße prinadleßit semeæstvu^{**}.

** Stoit otmetit~, qto izokommutatornaØ algebra operatorov kak abstraktnaØ algebra ØvlØetsØ algebroæ Li. Sopostavlenie algebre Li izokommutatornoæ algebry operatorov nazyvaetsØ izopredstavleniem pervoæ.

Otmetim, qto izotopiqeskie fflementy dlØ zadannogo semeæstva operatorov obrazu¸t lineænoe prostranstvo^{***}.

Pust~ g – algebra Li i H – modul~ nad neæ. Esli L – fflement g, to ego obraz v End(H) budet oboznaqen π(L). Semeæstvo (lineænoe prostranstvo) operatorov v H invariantnoe otnositel~no deæstviØ g nazyvaetsØ izokommutatornoæ algebroæ skrytyh simmetriæ, esli ono ØvlØetsØ izokommutatornoæ algebroæ operatorov dlØ l¸bogo π(L), L ∈ g v kaqestve izotopiqeskogo fflementa.

V. Pust~ g – algebra Li i W – lievskiæ g–puqok. Izopredstavleniem W nazyvaetsØ g–ffkvivariantnoe otobraßenie T iz W v End(H), gde H – nekotoryæ g–modul~ takoæ, qto T ([X, Y ]_L) = T (X)π(L)T (Y ) −

T (Y )π(L)T (X). Inymi slovami, T sopostavlØet izokommutatornu¸ al-

gebru skrytyh simmetriæ lievskomu g–puqku W .

Neobhodimo special~no otmetit~, qto rassmatrivaemyæ sluqaæ lineen, tak qto lievskiæ g–puqok moßet byt~ vosstanovlen po izokommutatornoæ algebre operatorov podobno tomu, kak abstraktnaØ algebra Li vosstanavlivaetsØ po kommutatornoæ algebre operatorov. Inymi slovami, net nikakih problem s osvoboßdeniem skrytyh simmetriæ v rassmatrivaemoæ situacii.

Rassmotrim nekotorye primery, g = sl(2, C ).

Teorema 5A [63]:(Primer 1 ). Suwestvuet edinstvennaØ struktura liev-

skogo sl(2, C )–puqka v π_1.

A imenno, esli zafiksirovat~ bazis m_i (i = −1, 0, 1) v π_1 takoæ, qto L_i(m_j ) = (i − j)m_{i+j} , to izokommutatory v lievskom sl(2, C )–puqke ime¸t vid [m_{−1}, m_0]_{L0} = m_{−1}

[m_1, m_{−1}]_{L0} = 0

[m_1, m_0]_{L0} = m_1

[m_{−1}, m_0]_{L−1} = 0

[m_1, m_{−1}]_{L−1} = 2m_{−1}

[m_1, m_0]_{L−1} = 2m_0

[m_{−1}, m_0]_{L1} = 2m_0

[m_1, m_{−1}]_{L1} = −2m_1

[m_1, m_0]_{L1} = 0

Primer 2. Pust~ π_{1/2} – 2–mernoe fundamental~noe predstavlenie sl(2, C ). Operatory iz End(π_{1/2}) obrazu¸t estestvennym obrazom izokommutatornu¸ algebru skrytyh simmetriæ. Sootvetstvu¸wiæ lievskiæ sl(2, C )– puqok realizuetsØ v prØmoæ summe π_0⊕π_1 trivial~nogo i prisoedinennogo predstavleniæ sl(2, C ). Esli zafiksirovat~ bazis m_i v π_1 kak vyxe i fflement c v π_0 (otobraßaemyæ v edinicu izopredstavleniem), to izokommutatory v lievskom sl(2, C )–puqke ime¸t vid

*** Esli A – izotopiqeskiæ fflement dlØ semeæstva (lineænogo prostranstva) operatorov i L – nekotoryæ operator takoæ, qto ad L sohranØet ffto semeæstvo, to [L, A] takße ØvlØetsØ izotopiqeskim fflementom. Takße esli A i B – dva izotopiqeskih fflementa i X – proizvol~nyæ operator iz semeæstva, to AXB −BXA takße izotopiqeskiæ fflement. �to svoæstvo nazyvaetsØ izotopiqeskoæ dvoæstvennost~¸ (sm. paragraf 2.3.).

[m_{−1}, m_0]_{L0} = 0 [m_1, m_{−1}]_{L0} = −^1_2 c [m_1, m_0]_{L0} = 0 [c, m_1]_{L0} = −m_1 [c, m_0]_{L0} = 0 [c, m_{−1}]_{L0} = m_{−1}

[m_{−1}, m_0]_{L−1} = 0 [m_1, m_{−1}]_{L−1} = 0 [m_1, m_0]_{L−1} =^1_2 c [c, m_1]_{L−1} = −2m_0 [c, m_0]_{L−1} = −m_{−1} [c, m_{−1}]_{L−1} = 0

[m_{−1}, m_0]_{L1} = −^1_2 c [m_1, m_{−1}]_{L1} = 0 [m_1, m_0]_{L1} = 0

[c, m_1]_{L1} = 0 [c, m_0]_{L1} = m_1 [c, m_{−1}]_{L1} = 2m_0

Teorema 5B [63]:(Primer 3 ). Suwestvuet v toqnosti qetyre tipa

struktur lievskogo sl(2, C )–puqka v π_1 ⊕ π_2.

Sluqaæ 1: rasxirennyæ primer 1.

[m_{−1}, m_0]_{L0} = am_{−1} [m_1, m_{−1}]_{L0} = 0 [m_1, m_0]_{L0} = am_1 [c, m_1]_{L0} = 0 [c, m_0]_{L0} = μc [c, m_{−1}]_{L0} = 0

[m_{−1}, m_0]_{L−1} = 0 [m_1, m_{−1}]_{L−1} = 2am_{−1} [m_1, m_0]_{L−1} = 2am_0 [c, m_1]_{L−1} = −2μc [c, m_0]_{L−1} = 0 [c, m_{−1}]_{L−1} = 0

[m_{−1}, m_0]_{L1} = 2am_0 [m_1, m_{−1}]_{L1} = −2am_1 [m_1, m_0]_{L1} = 0

[c, m_1]_{L1} = 0 [c, m_0]_{L1} = 0 [c, m_{−1}]_{L1} = −2μc.

Sluqaæ 2: primer 2.

[m_{−1}, m_0]_{L0} = 0 [m_1, m_{−1}]_{L0} = λc [m_1, m_0]_{L0} = 0

[c, m_1]_{L0} = −dm_1 [c, m_0]_{L0} = 0 [c, m_{−1}]_{L0} = dm_{−1}

[m_{−1}, m_0]_{L−1} = 0 [m_1, m_{−1}]_{L−1} = 0 [m_1, m_0]_{L−1} = −λc [c, m_1]_{L−1} = −2dm_0 [c, m_0]_{L−1} = −dm_{−1} [c, m_{−1}]_{L−1} = 0

[m_{−1}, m_0]_{L1} = λc [m_1, m_{−1}]_{L1} = 0 [m_1, m_0]_{L1} = 0

[c, m_1]_{L1} = 0 [c, m_0]_{L1} = dm_1 [c, m_{−1}]_{L1} = 2dm_0

Sluqaæ 3.

[m_{−1}, m_0]_{L0} = am_{−1} [m_1, m_{−1}]_{L0} = λc [m_1, m_0]_{L0} = am_1 [c, m_1]_{L0} = 0 [c, m_0]_{L0} = 2ac [c, m_{−1}]_{L0} = 0

[m_{−1}, m_0]_{L−1} = 0 [m_1, m_{−1}]_{L−1} = 2am_{−1} [m_1, m_0]_{L−1} = 2am_0 + λc [c, m_1]_{L−1} = −4ac [c, m_0]_{L−1} = 0 [c, m_{−1}]_{L−1} = 0

[m_{−1}, m_0]_{L1} = 2am_0 + λc [m_1, m_{−1}]_{L1} = −2am_1 [m_1, m_0]_{L1} = 0

[c, m_1]_{L1} = 0 [c, m_0]_{L1} = 0 [c, m_{−1}]_{L1} = −4ac

Sluqaæ 4.

[m_{−1}, m_0]_{L0} = am_{−1} [m_1, m_{−1}]_{L0} = 0 [m_1, m_0]_{L0} = am_1 [c, m_1]_{L0} = −dm_1 [c, m_0]_{L0} = 0 [c, m_{−1}]_{L0} = dm_{−1}

[m_{−1}, m_0]_{L−1} = 0 [m_1, m_{−1}]_{L−1} = 2am_{−1} [m_1, m_0]_{L−1} = 2am_0 [c, m_1]_{L−1} = −2dm_0 [c, m_0]_{L−1} = −dm_{−1} [c, m_{−1}]_{L−1} = 0

[m_{−1}, m_0]_{L1} = 2am_0 [m_1, m_{−1}]_{L1} = −2am_1 [m_1, m_0]_{L1} = 0

[c, m_1]_{L1} = 0 [c, m_0]_{L1} = dm_1 [c, m_{−1}]_{L1} = 2dm_0.

Primer 4. Pust~ A – proizvol~naØ associativnaØ algebra s invol¸cieæ ∗, g = {A ∈ A : A^∗ = −A} – algebra Li. Pust~ W = {B ∈ A : B^∗ = B}, togda v W zadana estestvennaØ struktura izokommutatornoæ algebry skrytyh simmetriæ.

V qastnosti, pust~ A = End(π_1), g = so(3, C ) ⊂ A – mnoßestvo kososimmetriqeskih matric 3 × 3 (so(3, C ) ≃ sl(2, C )), W – mnoßestvo simmetriqeskih matric 3 × 3 (otmetim, qto sl(2, C ) deæstvuet v W i W izomorfno

π_0 ⊕ π_2 kak sl(2, C )–modul~). Takim obrazom, W ØvlØetsØ izokommuta-

tornoæ algebroæ skrytyh simmetriæ i, sledovatel~no, π_0 ⊕π_2 nadelØetsØ strukturoæ lievskogo sl(2, C )–puqka.

�ta konstrukciØ lievskogo sl(2, C )–puqka obobwaetsØ na prØmye summy ⨁_k i=1 π_{2i} ≃ S^2(π_k).

Zameqanie 3. π_2 ne dopuskaet strukturu lievskogo sl(2, C )–puqka.

Primer 5 (Geometriqeskiæ primer lievskogo g–puqka). Pust~ M – gladkoe mnogoobrazie. C^∞(M) ØvlØetsØ Vect(M)–puqkom.

2.2. Li–dopustimye g–puqki [61].

Opredelenie 8.

A. Algebra A nazyvaetsØ li–dopustimoæ [17,64,65], esli ee kommutatornaØ algebra A^{(−)} ØvlØetsØ algebroæ Li. Osnovnym primerom li– dopustimoæ algebry ØvlØetsØ proizvol~naØ associativnaØ algebra, snabßennaØ operacieæ (X, Y ) → XRY − Y SX (dlØ proizvol~nyh fiksirovannyh R i S).

B. Pust~ g – algebra Li. Li–dopustimym g–puqkom nazyvaetsØ g– modul~ W takoæ, qto suwestvuet g–ffkvivariantnoe otobraßenie (1 ⊕ g) ⊗

T^2(W ) → W , zad¸wee strukturu li–dopustimoæ algebry v W , esli per-

vye argumenty zafiksirovany. Budem oboznaqat~ poluqennu¸ operaci¸

⟨·, ·⟩_{(c,L)}, (c, L) ∈ 1 ⊕ g ili kratko ⟨·, ·⟩_L, esli c = 1. W nazyvaetsØ li– dopustimym g–puqkom pervogo roda, esli operaciØ X ∘_L Y =^1_2 (⟨X, Y ⟩_L − ⟨Y, X⟩_L) ne zavisit ot L i li–dopustimym g–puqkom vtorogo roda, esli

operaciØ [X, Y ]_L = ⟨X, Y ⟩_L − ⟨Y, X⟩_L ne zavisit ot L.

Li–dopustimyæ g–puqok W nazyvaetsØ kvadratiqnym (odnorodnym ili neodnorodnym, sootvetstvenno), esli i tol~ko esli (1) suwestvuet g– podmodul~ W_0 (koordinatnaØ baza) v W takoæ, qto otobraßenie iz S^·(W_0) v W , opredelØemoe s pomow~¸ simmetrizacii VeælØ, ØvlØetsØ g–ffkvivariantnym izomorfizmom; (2) v bazise w_m v W_0 vypolnØ¸tsØ sootnoxeniØ

[w_i, w_j ]_L = S^{kl}_{ij} w_k ∘_L w_l ili [w_i, w_j ]_L = S^{kl}_{ij} w_k ∘_L w_l + R^k_{ij} w_k, sootvetstvenno.

V. Pust~ g – algebra Li. Izopredstavleniem li–dopustimogo g–puqka W pervogo roda nazyvaetsØ g–ffkvivariantnoe otobraßenie iz W v End(H), gde H – nekotoryæ g–modul~ (π : g → End(H)) takoæ, qto T ([X, Y ]_L) =

T (X)π(L)T (Y ) − T (Y )π(L)T (X), T (X ∘ Y ) =^1_2 (T (X)T (Y ) + T (Y )T (X)). Izopredstavleniem li–dopustimogo g–puqka W vtorogo roda nazyvaetsØ g– ffkvivariantnoe otobraßenie iz W v End(H), gde H – nekotoryæ g–modul~ (π : g → End(H)) takoæ, qto T (X ∘_L Y ) =^1_2 (T (X)π(L)T (Y ) + T (Y )π(L)T (X)) i T ([X, Y ]) = [T (X), T (Y )].

Primer 6 (sr. primer 4 vyxe). Pust~ A – proizvol~naØ associativnaØ algebra s invol¸cieæ ∗, g = {A ∈ A : A^∗ = −A}. Prostranstvo W = {B ∈

A : B^∗ = B} dopuskaet estestvennu¸ strukturu li–dopustimogo g–puqka

pervogo roda, v to vremØ kak sama algebra Li g dopuskaet estestvennu¸ strukturu li–dopustimogo g–puqka vtorogo roda.

Takim obrazom, klassiqeskie algebry Li g nadelØ¸tsØ estestvennymi strukturami li–dopustimyh g–puqkov.

V qastnosti, na π_1 zadana struktura li–dopustimogo sl(2, C )–puqka vtorogo roda, v to vremØ kak na π_0 ⊕ π_2 zadana struktura li–dopustimogo g–puqka pervogo roda. Bolee togo, struktury li–dopustimyh g–puqkov pervogo roda opredeleny v ⨁_k i=0 π_{2i}, v to vremØ kak struktury li–dopus-

timyh sl(2, C )–puqkov vtorogo roda opredeleny v ⨁_k i=0 π_{2i+1}.

Vopros 2:. Suwestvu¸t li kvadratiqnye li–dopustimye sl(2, C )–puqki pervogo i vtorogo roda s π_2 v kaqestve koordinatnoæ bazy, kotorye dopuska¸t izopredstavleniØ, sopostavlØ¸wie fflementam koordinatnoæ bazy tenzornye operatory D^2_i (−2 ≤ i ≤ 2) v modulØh Verma V_h?

Primer 7 (Geometriqeskiæ primer li–dopustimogo g–puqka). Pust~ M – gladkoe mnogoobrazie. Prostranstvo differencial~nyh operatorov

DOP(M) na M ØvlØetsØ li–dopustimym Vect(M)–puqkom pervogo roda.

2.3. Izotopiqeskie pary [41].

Opredelenie 9A. Para (V_1, V_2) lineænyh prostranstv nazyvaetsØ izo-

topiqeskoæ paroæ, esli i tol~ko esli opredeleny dva otobraßeniØ m_1 : V_2 ⊗

⋀_2 V_1 → V_1 i m_2 : V_1 ⊗

⋀_2

V_2 → V_2 takie, qto operacii (X, Y ) → [X, Y ]_A = m_1(A, X, Y ) (X, Y ∈ V_1, A ∈ V_2) i (A, B) → [A, B]_X = m_2(X, A, B)

(A, B ∈ V_2, X ∈ V_1) udovletvorØ¸t toßdestvam ˚kobi pri vseh znaqeniØh podstroqnogo parametra (ffti operacii nazyva¸tsØ izokommutatorami, a podstroqnye parametry – izotopiqeskimi fflementami) i soglasovany meßdu soboæ, t.e. vypolnØ¸tsØ toßdestva

[X, Y ]_{[A,B]Z} =^1_2 ([[X, Z]_A, Y ]_B + [[X, Y ]_A, Z]_B + [[Z, Y ]_A, X]_B−

[[X, Z]_B, Y ]_A − [[X, Y ]_B, Z]_A − [[Z, Y ]_B, X]_A) i [A, B]_{[X,Y ]C} =^1_2 ([[A, C]_X , B]_Y + [[A, B]_X, C]_Y + [[C, B]_X , A]_Y −

[[A, C]_Y , B]_X − [[A, B]_Y , C]_X − [[C, B]_Y , A]_X )

gde X, Y, Z ∈ V_1, A, B, C ∈ V_2. Obsudim ffto opredelenie.

Vo-pervyh, ono moßet rassmatrivat~sØ kak rezul~tat aksiomatizacii sledu¸weæ konstrukcii: pust~ A – associativnaØ algebra, naprimer, matriqnaØ, V_1, V_2 – dva lineænyh podprostranstva v neæ takie, qto V_1 zamknuto otnositel~no izokommutatorov (X, Y ) → [X, Y ]_A = XAY − Y AX s izotopiqeskimi fflementami A iz V_2, v to vremØ kak V_2 zamknuto otnositel~no izokommutatorov (A, B) → [A, B]_X = AXB −BXA s izotopiqeskimi fflementami X iz V_1.

Zameqanie 4. Pust~ H – (koneqnomernoe) lineænoe prostranstvo. Esli A – podprostranstvo v End(H), poloßim A^¡ = {X ∈ End(H), ∀A ∈ A, ∀B ∈

A, AXB − BXA ∈ A}. Togda A ⊆ A^{¡¡} i (A, A^¡) ØvlØetsØ izotopiqeskoæ

paroæ.

Dostatoqno interesno vyqlenit~ naibolee obwu¸ formulirovku dannoæ konstrukcii. A imenno, pust~ [·, ·]_α (α ∈ A) – lineænoe semeæstvo soglasovannyh skobok Li na V . Kogda skobka [·, ·]_α�_{Zβ} (Z ∈ V ), opredelennaØ na V kak

[X, Y ]_α�_{Zβ} =^1_2 ([[X, Z]_A, Y ]_B + [[X, Y ]_A, Z]_B + [[Z, Y ]_A, X]_B − (α ←→ β))

ØvlØetsØ skobkoæ Li, soglasovannoæ so skobkami [·, ·]_α i [·, ·]_β (α, β ∈ A)?

Koneqno ße, g–ffkvivariantnyæ sluqaæ predstavlØet naibol~xiæ interes, no avtor ne znaet otveta na sformulirovannyæ vyxe vopros. Suwestvovanie �–operacii na prostranstve soglasovannyh skobok Li zavisit ot spravedlivosti sledu¸weæ gipotezy: pust~ [·, ·]_α (α ∈ A) –

�–zamknutoe lineænoe semeæstvo soglasovannyh skobok Li na lineænom

prostranstve V , togda suwestvuet lineænoe prostranstvo H i dva lineænyh otobraßeniØ T ∈ Hom(V ; End(H)) i Q ∈ Hom(A; End(H)) takie, qto T ([X, Y ]_α) = T (X)Q(α)T (Y ) − T (Y )Q(α)T (X). Zameqanie 5. Pust~ A ⊆ End(H), dim A = n, Lie_n – prostranstvo vseh algebr Li razmernosti n, togda suwestvuet estestvennoe otobraßenie

L : A^¡ → Lie_n. Otmetim, qto card L(A^¡) moßet otliqat~sØ ot 1, tak qto L(X) i L(Y ) ne sovpada¸t dlØ razliqnyh X i Y . �to oznaqaet, qto

izokommutatory [·, ·]_X i [·, ·]_Y opredelØ¸t, voobwe govorØ, neizomorfnye struktury algebr Li na prostranstve A (kotorye, odnako, v qastnyh sluqaØh mogut sovpadat~).

Vo-vtoryh, imeet smysl sravnit~ opredelenie 1 s opredeleniem antiæordanovyh par [52,53].

Opredelenie 9B (sr. s opredeleniem antiæordanovoæ troænoæ sistemy v [79]). Para (V_1, V_2) lineænyh prostranstv nazyvaetsØ antiæordanovoæ paroæ, esli i tol~ko esli opredeleny dva otobraßeniØ m_1 : V_2⊗

⋀_2 V_1 → V_1

i m_2 : V_1 ⊗

⋀_2

V_2 → V_2 takie, qto operacii (X, Y ) → [X, Y ]_A = m_1(A, X, Y )

(X, Y ∈ V_1, A ∈ V_2) i (A, B) → [A, B]_X = m_2(X, A, B) (A, B ∈ V_2, X ∈ V_1) soglasovany meßdu soboæ sledu¸wim obrazom

[X, Y ]_{[A,B]Z} =[[X, Z]_A, Y ]_B + [[Z, Y ]_A, X]_B − [[X, Y ]_B, Z]_A

[A, B]_{[X,Y ]C} =[[A, C]_X , B]_Y + [[C, B]_X , A]_Y − [[A, B]_Y , C]_X gde X, Y, Z ∈ V_1, A, B, C ∈ V_2. Legko ubedit~sØ, qto izotopiqeskie pary vsegda ØvlØ¸tsØ antiæordanovymi (dostatoqno linearizovat~ toßdestvo ˚kobi po podstroqnomu parametru), takim obrazom, izotopiqeskie pary – qastnyæ sluqaæ antiæordanovyh par. V harakteristike dva suwestvu¸t antiæordanovy pary, ne ØvlØ¸wiesØ izotopiqeskimi. V harakteristike nul~ izotopiqeskie i antiæordanovy pary nerazliqimy.

Otmetim, qto antiæordanovy pary (antiæordanovy troænye sistemy) ØvlØ¸tsØ neqetnymi analogami horoxo izvestnyh æordanovyh par [48,68, 71] (æordanovyh troænyh sistem [48,58,72]).

Antiæordanovy pary tesno svØzany s (polØrizovannymi) antilievskimi troænymi sistemami i superalgebrami Li [53,54] (sm. takße [78]). A imenno,

Opredelenie 9V. TernarnaØ algebra V s proizvedeniem [xyz] nazyvaetsØ antilievskoæ troænoæ sistemoæ, esli i tol~ko esli (1) [xyz] = [xzy], (2) [xyz] + [zxy] + [yzx] = 0, (3) [[xyz]uv] = [[xuv]yz] + [x[yvu]z] + [xy[zuv]]. AntilievskaØ troænaØ sistema V nazyvaetsØ polØrizovannoæ, esli i tol~- ko esli V = V_1 ⊕ V_2 i [xyz] = 0 dlØ y, z ∈ V_1 ili y, z ∈ V_2.

Esli V – antilievskaØ troænaØ sistema, poloßim R_{yz} ∈ End(V ) :

R_{yz}x = [xyz]. Operatory R_{yz} zamknuty otnositel~no kommutatorov, tak

qto g_0(V ) = spin(R_{yz}; y, z ∈ V ) ØvlØetsØ algebroæ Li. Prostranstvo

g_0(V )⊕V nadelØetsØ estestvennoæ strukturoæ superalgebry Li [21,23,65,

82] s qetnoæ qast~¸ g_0(V ) i neqetnoæ qast~¸ V [53]. Oboznaqim ee g(V ). PolØrizovannym antilievskim troænym sistemam V = V_1 ⊕ V_2 otveqa¸t polØrizovannye superalgebry Li g(V ) = g_0(V ) ⊕ (V_1 ⊕ V_2): [V_i, V_i]_+ = 0,

[g(V ), V_i]_− ⊆ V_i (inogda predpolagaetsØ, qto V_2 ≃ V^∗_1 kak g_0(V )–moduli,

odnako, my ne budem fftogo delat~).

Proizvol~naØ antiæordanova para (i, v qastnosti, izotopiqeskaØ para) nadelØetsØ strukturoæ polØrizovannoæ antilievskoæ troænoæ sistemy. A imenno, poloßim [xyz] = [z, x]_y (esli z prinadleßit tomu ße prostranstvu V_i qto i x) i [y, x]_z (esli y prinadleßit tomu ße prostranstvu V_i qto i x).

Pred¨Øvim ill¸straci¸ k konstrukcii superalgebry Li po izotopiqeskoæ pare.

Primer: pust~ H_1 i H_2 - dva lineænyh prostranstva, (Hom(H_1, H_2); Hom(H_2, H_1)) – izotopiqeskaØ para, sootvetstvu¸waØ superalgebra Li

izomorfna gl(n|m), n = dim H_1, m = dim H_2. V qastnosti, operatornoæ izotopiqeskoæ pare (End(H), End(H)) otveqaet superalgebra Li gl(n|n), n = dim(H).

Razberem primery izotopiqeskih par.

Vo-pervyh, esli g – algebra Li, to para (g, C ) nadelØetsØ estestvennoæ strukturoæ izotopiqeskoæ pary.

Vo-vtoryh, interesnye izotopiqeskie pary mogut byt~ postroeny po nekotorym lievskim g–puqkam.

Primer 1.. Rassmotrim lievskiæ sl(2, C )–puqok v π_1 s izokommutatorami

(1) [m_{−1}, m_0]_{l0} = m_{−1} [m_1, m_{−1}]_{l0} = 0 [m_1, m_0]_{l0} = m_1

[m_{−1}, m_0]_{l−1} = 0 [m_1, m_{−1}]_{l−1} = 2m_{−1} [m_1, m_0]_{l−1} = 2m_0

[m_{−1}, m_0]_{l1} = 2m_0 [m_1, m_{−1}]_{l1} = −2m_1 [m_1, m_0]_{l1} = 0

gde l_i (i = −1, 0, 1) – generatory sl(2, C ) ([l_i, l_j] = (i − j)l_{i+j} ), m_i (i =

−1, 0, 1) obrazu¸t bazis v π_1 (l_i(m_j ) = (i − j)m_{i+j} ). V silu izotopiqeskoæ

dvoæstvennosti izotopiqeskie fflementy sami zamknuty otnositel~no izokommutatorov:

(2) [l_{−1}, l_0]_{m0} = −l_{−1} [l_1, l_{−1}]_{m0} = 0 [l_1, l_0]_{m0} = −l_1

[l_{−1}, l_0]_{m−1} = 0 [l_1, l_{−1}]_{m−1} = −2l_{−1} [l_1, l_0]_{m−1} = −2l_0

[l_{−1}, l_0]_{m1} = −2l_0 [l_1, l_{−1}]_{m1} = 2l_1 [l_1, l_0]_{m1} = 0

Legko videt~, qto izokommutatory (1) i (2) opredelØ¸t strukturu izotopiqeskoæ pary v π_1 ⊕ π_1. Oboznaqim pervoe slagaemoe π^+_1 i vtoroe – π^−_1 .

Udobno rassmotret~ kompaktnu¸ vewestvennu¸ formu izotopiqeskoæ pary (π^+_1 , π^−_1 ). Oboznaqim

l_x =^i_2 (l_1 − l_{−1}), l_y =^1_2 (l_1 + l_{−1}), l_z = il_0 m_x =^i_2 (m_1 − m_{−1}), m_y =^1_2 (m_1 + m_{−1}), m_z = im_0,

togda

[m_i, m_j ]_{lk} =δ_{ik}m_j − δ_{jk}m_i [l_i, l_j]_{mk} =δ_{jk}l_i − δ_{ik}l_j .

Primer 2. IzokvaternionnaØ para.

Rassmotrim lievskiæ sl(2, C )–puqok primera 2. On realizuetsØ v prØmoæ summe π_0 ⊕π_1 trivial~nogo i prisoedinennogo predstavleniæ sl(2, C ). Zafiksiruem bazis m_i v π_1 i fflement c v π_0, izokommutatory v lievskom

sl(2, C )–puqke ime¸t vid

[m_{−1}, m_0]_{l0} = 0 [m_1, m_{−1}]_{l0} = −^1_2 c [m_1, m_0]_{l0} = 0

[c, m_1]_{l0} = −m_1 [c, m_0]_{l0} = 0 [c, m_{−1}]_{l0} = m_{−1}

[m_{−1}, m_0]_{l−1} = 0 [m_1, m_{−1}]_{l−1} = 0 [m_1, m_0]_{l−1} =^1_2 c [c, m_1]_{l−1} = −2m_0 [c, m_0]_{l−1} = −m_{−1} [c, m_{−1}]_{l−1} = 0

[m_{−1}, m_0]_{l1} = −^1_2 c [m_1, m_{−1}]_{l1} = 0 [m_1, m_0]_{l1} = 0

[c, m_1]_{l1} = 0 [c, m_0]_{l1} = m_1 [c, m_{−1}]_{l1} = 2m_0

IzotopiqeskaØ para po ukazannomu lievskomu sl(2, C )–puqku stroitsØ analogiqno primeru 1. Ona realizuetsØ v (π_0 ⊕ π_1, π_0 ⊕ π_1) i izokommutatory ime¸t vid

[m_{−1}, m_0]_{l0} = 0 [m_1, m_{−1}]_{l0} = −^1_2 c [m_1, m_0]_{l0} = 0

[c, m_1]_{l0} = −m_1 [c, m_0]_{l0} = 0 [c, m_{−1}]_{l0} = m_{−1}

[m_{−1}, m_0]_{l−1} = 0 [m_1, m_{−1}]_{l−1} = 0 [m_1, m_0]_{l−1} =^1_2 c [c, m_1]_{l−1} = −2m_0 [c, m_0]_{l−1} = −m_{−1} [c, m_{−1}]_{l−1} = 0

[m_{−1}, m_0]_{l1} = −^1_2 c [m_1, m_{−1}]_{l1} = 0 [m_1, m_0]_{l1} = 0 [c, m_1]_{l1} = 0 [c, m_0]_{l1} = m_1 [c, m_{−1}]_{l1} = 2m_0

[m_{−1}, m_0]_d = m_{−1} [m_1, m_{−1}]_d = 2m_0 [m_1, m_0]_d = m_1 [c, m_1]_d = 0 [c, m_0]_d = 0 [c, m_{−1}]_d = 0

[l_{−1}, l_0]_{m0} = 0 [l_1, l_{−1}]_{m0} = −^1_2 d [l_1, l_0]_{m0} = 0 [d, l_1]_{m0} = −l_1 [d, l_0]_{m0} = 0 [d, l_{−1}]_{m0} = l_{−1}

[l_{−1}, l_0]_{m−1} = 0 [l_1, l_{−1}]_{m−1} = 0 [l_1, l_0]_{m−1} =^1_2 d [d, l_1]_{m−1} = −2l_0 [d, l_0]_{m−1} = −l_{−1} [d, l_{−1}]_{m−1} = 0

[l_{−1}, l_0]_{m1} = −^1_2 d [l_1, l_{−1}]_{m1} = 0 [l_1, l_0]_{m1} = 0 [d, l_1]_{m1} = 0 [d, l_0]_{m1} = l_1 [d, l_{−1}]_{m1} = 2l_0

[l_{−1}, l_0]_c = l_{−1} [l_1, l_{−1}]_c = 2l_0 [l_1, l_0]_c = l_1 [d, l_1]_c = 0 [d, l_0]_c = 0 [d, l_{−1}]_c = 0

gde d – fflement v π_0–slagaemom vtorogo prostranstva izotopiqeskoæ pa- ry. Rassmotrim kompaktnu¸ vewestvennu¸ formu ukazannoæ izotopiqeskoæ pary, a imenno, poloßim

l_x =^i_2 (l_1 − l_{−1}), l_y =^1_2 (l_1 + l_{−1}), l_z = il_0 m_x =^i_2 (m_1 − m_{−1}), m_y =^1_2 (m_1 + m_{−1}), m_z = im_0,

kak vyxe. Izokommutacionnye sootnoxeniØ primut vid

[m_α, m_β ]_{lγ} = −^1_4 ϵ_{αβγ} c,

[l_α, l_β]_{mγ} = −^1_4 ϵ_{αβγ} d,

[m_α, m_β ]_d =ϵ_{αβγ} m_γ , [l_α, l_β]_c =ϵ_{αβγ} l_γ , [c, m_β ]_{lα} =ϵ_{αβγ} m_γ , [d, l_β]_{mα} =ϵ_{αβγ} l_γ , [c, m_α]_d =0, [d, l_α]_c =0.

PostroennaØ vewestvennaØ izotopiqeskaØ para dopuskaet izØwnu¸ realizaci¸ v terminah izokvaternionov. Izokvaterniony poluqa¸tsØ iz obyqnyh putem perehoda k umnoßeni¸ (h_1, h_2) → h_1 ∗_h∘ h_2 = h_1h^∘h_2, gde

h^∘ – fiksirovannyæ kvaternion (izotopiqeskiæ fflement). Dve kopii

izokvaternionov, predostavlØ¸wie drug drugu izotopiqeskie fflementy, obrazu¸t rassmotrennu¸ izotopiqesku¸ paru posle perehoda k izokommutatoram: [h_1, h_2]_h∘ = h_1 ∗_h∘ h_2 − h_2 ∗_h∘ h_1.

V-tret~ih, suwestvu¸t i drugie konstrukcii izotopiqeskih par, nekotorye iz nih privedeny niße.

Primer 3..

Sluqaæ A.

Rassmotrim standartnoe predstavlenie algebry Geæzenberga s tremØ generatorami p, q i r ([p, q] = r, [p, r] = [q, r] = 0) matricami 3 × 3:

p = 0 1 0 0 0 0 0 0 0 , q = 0 0 0 0 0 1 0 0 0 , r = 0 0 1 0 0 0 0 0 0 .

Prostranstvo dopustimyh izotopiqeskih fflementov poroßdaetsØ tremØ generatorami a, b i c, predstavlennymi matricami

a = 0 0 0 1 0 0 0 0 0 , b = 0 0 0 0 0 0 0 1 0 , c = 0 0 0 0 1 0 0 0 0 .

Izokommutatory ime¸t vid

[p, q]_a = 0 [p, r]_a = r [q, r]_a = 0

[p, q]_b = 0 [p, r]_b = 0 [q, r]_b = −r [p, q]_c = r [p, r]_c = 0 [q, r]_c = 0

�lementy a, b i c v svo¸ oqered~ zamknuty otnositel~no izokommutatorov s izotopiqeskimi fflementami p, q i r v silu izotopiqeskoæ dvoæstvennosti:

[a, b]_p = 0 [a, c]_p = c [b, c]_p = 0

[a, b]_q = 0 [a, c]_q = 0 [b, c]_q = −c [a, b]_r = c [b, c]_r = 0 [a, c]_r = 0

Lineænye prostranstva, natØnutye na p, q, r i a, b, c obrazu¸t izotopiqesku¸ paru.

Sluqaæ B.

Rassmotrim drugoe standartnoe predstavlenie algebry Geæzenberga differencial~nymi operatorami p = ∂_x, q = x, r = 1. Lineænoe prostranstvo dopustimyh izotopiqeskih fflementov poroßdaetsØ tremØ generatorami a, b i c, kotorye predstavlØ¸tsØ temi ße operatorami, qto i p, q i r, a imenno a = x, b = ∂_x, c = 1. Izokommutatory ime¸t vid

[p, q]_a = 2q [p, r]_a = r [q, r]_a = 0

[p, q]_b = 2p [p, r]_b = 0 [q, r]_b = −r [p, q]_c = r [p, r]_c = 0 [q, r]_c = 0

�lementy a, b i c v svo¸ oqered~ zamknuty otnositel~no izokommutatorov s izotopiqeskimi fflementami p, q i r v silu izotopiqeskoæ dvoæstvennosti: [a, b]_p = −2b [a, c]_p = −c [b, c]_p = 0 [a, b]_q = −2a [a, c]_q = 0 [b, c]_q = c [a, b]_r = −c [b, c]_r = 0 [a, c]_r = 0

Lineænye prostranstva, natØnutye na p, q, r i a, b, c, obrazu¸t izotopiqesku¸ paru.

Obwiæ sluqaæ.

V obwem sluqae izokommutatory ime¸t vid

[p, q]_a = 2ε_1q [p, r]_a = ε_2r [q, r]_a = 0

[p, q]_b = 2ε_1p [p, r]_b = 0 [q, r]_b = −ε_2r

[p, q]_c = ε_3r [p, r]_c = 0 [q, r]_c = 0

[a, b]_p = 2ε̃_1b [a, c]_p = ε̃_2c [b, c]_p = 0

[a, b]_q = 2ε̃_1a [a, c]_q = 0 [b, c]_q = −ε̃_2c

[a, b]_r = ε̃_3c [b, c]_r = 0 [a, c]_r = 0

gde

ε_1 + ε̃_1 = 0 ε_2 − ε̃_2 = ε_1 − ε̃_1 ε_3ε̃_3 − ε_2ε̃_2 = 0

Sootvetstvu¸waØ algebra Li g_0(V_1 ⊕V_2) poroßdaetsØ (dlØ ε_i, ε̃_i obwego poloßeniØ) 6 operatorami R_{p,a}, R_{p,b}, R_{q,a}, R_{q,b}, R_{r,b} =^{ε2}_{ε3} R_{p,c}, R_{r,a} =^{ε2}_{ε3} R_{q,c}, kotorye ime¸t vid

R_{p,a} = 2ε_1 0 0 0 0 0 0 0 ε_2 , R_{p,b} = 0 0 0 2ε_1 0 0 0 0 0 ,

R_{q,a} = 0 −2ε_1 0 0 0 0 0 0 0 , R_{q,b} = 0 0 0 0 −2ε_1 0 0 0 −ε_2 ,

R_{p,c} = 0 0 0 0 0 0 ε_3 0 0 , R_{q,c} = 0 0 0 0 0 0 0 −ε_3 0

v bazise (q, p, r) i

R_{p,a} = 0 0 0 0 2ε̃_1 0 0 0 ε̃_2 , R_{p,b} = 0 0 0 −2ε̃_1 0 0 0 0 0 ,

R_{q,a} = 0 2ε̃_1 0 0 0 0 0 0 0 , R_{q,b} = −2ε̃_1 0 0 0 0 0 0 0 −ε̃_2 ,

R_{p,c} = 0 0 0 0 0 0 −ε̃_2 0 0 , R_{q,c} = 0 0 0 0 0 0 0 ε̃_2 0

v bazise (a, b, c).

Superalgebra Li g(V_1 ⊕ V_2) imeet (super)razmernost~ (6|6) i poroßdaetsØ R_{p,a}, R_{p,b}, R_{q,a}, R_{q,b}, R_{p,c}, R_{q,c}, p, q, r, a, b, c s (super)kommutacionnymi sootnoxeniØmi [64]

[q, p]_+ = [q, r]_+ = [p, r]_+ = [a, b]_+ = [a, c]_+ = [b, c]_+ = [r, c]_+ = 0, [p, a]_+ = R_{p,a}, [q, a]_+ = R_{q,a}, [p, b]_+ = R_{p,b}, [q, b]_+ = R_{q,b}, [p, c]_+ = R_{p,c}, [q, c]_+ = R_{q,c}, [r, a]_+ =^{ε2}_{ε3} R_{q,c}, [r, b]_+ =^{ε2}_{ε3} R_{p,c};

[R_{p,a}, q]_− = 2ε_1q, [R_{p,a}, p]_− = 0, [R_{p,a}, r]_− = ε_2r, [R_{q,a}, q]_− = 0, [R_{q,a}, p]_− = −2ε_1q, [R_{q,a}, r]_− = 0, [R_{p,b}, q]_− = 2ε_1p, [R_{p,b}, p]_− = 0, [R_{p,b}, r]_− = 0, [R_{q,b}, q]_− = 0, [R_{q,b}, p]_− = −2ε_1p, [R_{q,b}, r]_− = −ε_2r, [R_{p,c}, q]_− = ε_3r, [R_{p,c}, p]_− = 0, [R_{p,c}, r]_− = 0, [R_{q,c}, q]_− = 0, [R_{q,c}, p]_− = −ε_3r, [R_{q,c}, r]_− = 0, [R_{p,a}, a]_− = 0, [R_{p,a}, b]_− = 2ε̃_1b, [R_{p,a}, c]_− = ε̃_2c, [R_{q,a}, a]_− = 0, [R_{q,a}, b]_− = 2ε̃_1a, [R_{q,a}, c]_− = 0, [R_{p,b}, a]_− = −2ε̃_1b, [R_{p,b}, b]_− = 0, [R_{p,b}, c]_− = 0, [R_{q,b}, a]_− = −2ε̃_1a, [R_{q,b}, b]_− = 0, [R_{q,b}, c]_− = −ε̃_2c, [R_{p,c}, a]_− = −ε̃_2c, [R_{p,c}, b]_− = 0, [R_{p,c}, c]_− = 0, [R_{q,c}, a]_− = 0, [R_{q,c}, b]_− = ε̃_2c, [R_{q,c}, c]_− = 0; [R_{p,a}, R_{p,b}]_− = −2ε_1R_{p,b}, [R_{p,a}, R_{q,a}]_− = 2ε_1R_{q,a}, [R_{p,a}, R_{p,b}]_− = 0, [R_{p,a}, R_{p,c}]_− = ε̃_2R_{p,c}, [R_{p,a}, R_{q,c}]_− = ε_2R_{q,c}, [R_{p,b}, R_{q,a}]_− = 2ε_1(R_{q,b} + R_{p,a}), [R_{p,b}, R_{q,b}]_− = 2ε_1R_{p,b}, [R_{p,b}, R_{p,c}]_− = 0, [R_{p,b}, R_{q,c}]_− = 2ε_1R_{p,c}, [R_{q,a}, R_{q,b}]_− = −2ε_1R_{q,a}, [R_{q,a}, R_{p,c}]_− = −2ε_1R_{p,c}, [R_{q,a}, R_{q,c}]_− = 0, [R_{q,b}, R_{p,c}]_− = −ε_2R_{p,c}, [R_{q,b}, R_{q,c}]_− = −ε̃_2R_{q,c}, [R_{p,c}, R_{q,c}]_− = 0. QetnaØ qast~ superalgebry Li g(V_1 ⊕V_2) izomorfna poluprØmoæ summe

gl(2, C ) i C^2 . S drugoæ storony g(V_1 ⊕ V_2) moßet rassmatrivat~sØ kak

poluprØmaØ summa superalgebry Li sl(2|1, C ), poroßdennoæ R_{p,a}, R_{p,b},

R_{q,a}, R_{q,b}, p, q, a, b, i (2|2)–mernogo vektornogo superprostranstva V^{2|2},

natØnutogo na R_{p,c}, R_{q,c}, r, c.

Primer 4. Odna iz naibolee interesnyh izotopiqeskih par svØzana s simmetriqeskimi i kososimmetriqeskimi matricami n × n. Rassmotrim prosteæxiæ sluqaæ n = 3. Vvedem bazisy:

l_z =

0 1 0 −1 0 0 0 0 0 , l_x = 0 0 0 0 0 1 0 −1 0 , l_y = 0 0 1 0 0 0 −1 0 0 i m_{xy} = 0 1 0 1 0 0 0 0 0 , m_{yz} = 0 0 0 0 0 1 0 1 0 , m_{xz} = 0 0 1 0 0 0 1 0 0 ,

m_{xx} = 2 0 0 0 0 0 0 0 0 , m_{yy} = 0 0 0 0 2 0 0 0 0 , m_{zz} = 0 0 0 0 0 0 0 0 2 .

�lementy l_a zada¸t bazis v prostranstve kososimmetriqeskih matric, a

m_{ab} – v prostranstve simmetriqeskih matric. Izokommutatory ime¸t vid [m_{ab}, m_{cd}]_{le} = ϵ_{ace}m_{bd} + ϵ_{ade}m_{bc} + ϵ_{bce}m_{ad} + ϵ_{bde}m_{ac}, [l_a, l_b]_{mcd} = ϵ_{abc}l_d + ϵ_{abd}l_c, gde ϵ_{abc} – polnost~¸ antisimmetriqeskiæ tenzor.

Rassmotrim kompleksifikaci¸ fftoæ izotopiqeskoæ pary i bazis l_k (k = −1, 0, 1), w_j (j = −2, −1, 0, 1, 2), κ v neæ:

l_{−1} = l_y + il_x, l_0 = − il_z, l_1 = l_y − il_x,

w_{−2} =^1_2 (m_{yy} − m_{xx}) − im_{xy}, w_{−1} =^1_2 m_{xz} −^i_2 m_{yz},

w_0 =^1_6 (m_{xx}+m_{yy} − 2m_{zz}),

w_1 =^1_2 m_{xz} +^i_2 m_{yz}, w_2 =^1_2 (m_{yy} − m_{xx}) + im_{xy} ,

κ =^1_2 (m_{xx}+m_{yy} + m_{zz}).

Napisanie Øvnyh formul dlØ izokommutatorov v fftom bazise moßet byt~ rassmotreno kak upraßnenie dlØ qitatelØ.

Primer 5. BeskoneqnomernaØ ”geometriqeskaØ” izotopiqeskaØ para.

Pust~ M – proizvol~noe gladkoe mnogoobrazie, togda (Vect(M),

C^∞(M)) – izotopiqeskaØ para s estestvennymi izokommutatorami:

[u^a(ξ)∂_a, v^b(ξ)∂_b]_{f(ξ)} =u^a(ξ)∂_a(f(ξ)v^b(ξ))∂_b − v^b(ξ)∂_b(f(ξ)u^a(ξ))∂_a, [f(ξ), g(ξ)]_ua_{(ξ)∂a} =f(ξ)u^a(ξ)∂_ag(ξ) − g(ξ)u^a(ξ)∂_af(ξ); gde ξ ∈ M, u^a(ξ)∂_a, v^a(ξ)∂_a ∈ Vect(M), f(ξ), g(ξ) ∈ C^∞(M).

Naibolee interesen sluqaæ M = S^1. Izokommutatory v izotopiqeskoæ pare (Vect(S^1), C^∞(S^1)) ime¸t iz¸wnyæ simmetriqeskiæ vid [u(t)∂_t, v(t)∂_t]_{f(t)} =f(t)(u(t)v^′(t) − v(t)u^′(t))∂_t, [f(t), g(t)]_{u(t)∂t} =u(t)(f(t)g^′(t) − g(t)f^′(t)), gde t ∈ S^1, u(t)∂_t, v(t)∂_t ∈ Vect(S^1), f(t), g(t) ∈ C^∞(S^1).

K soßaleni¸, ne izvestno opisanie netrivial~nyh central~nyh rasxireniæ fftoæ pary (sr.[34]).

Zameqanie 4. Algebra Li aff(C^1 ) gruppy Li Aff(C^1 ) affinnyh preobrazovaniæ C^1 poroßdaetsØ dvumØ generatorami t i s takimi, qto [t, s] = s. Ona dopuskaet dvumernoe toqnoe predstavlenie: t → ( 1 0 0 0 ) , s → ( 0 1 0 0 ) . �to predstavlenie dopuskaet drugu¸ zapis~: t → ( −1 0 0 0 ) , s → ( 0 0 1 0 ) .

Netrudno videt~, qto obrazy algebry Li aff(C^1 ) pri dannyh predstavleniØh obrazu¸t izotopiqesku¸ paru. Oboznaqim obrazy fflementov t i s kak t^± i s^± dlØ pervogo i vtorogo predstavleniæ, sootvetstvenno, togda

[s^+, t^+]_t− = s^+, [s^+, t^+]_s− = t^+;

[s^−, t^−]_t+ = −s^−, [s^−, t^−]_s+ = −t^−.

Otmetim poluqennu¸ simmetri¸ t– i s–peremennyh.

IzotopiqeskaØ para, poroßdennaØ t^± i s^±, dopuskaet beskoneqnyæ nabor gomomorfizmov v kompleksifikaci¸ (VectC (S^1), C^∞C (S^1)) izotopiqeskoæ pary (Vect(S^1), C^∞(S^1)): zafiksiruem bazis e_n = ie^{int}∂_t v VectC (S^1) i bazis f_n = e^{int} v C^∞C (S^1). Izokommutacionnye sootnoxeniØ v izotopiqeskoæ pare (VectC (S^1), C^∞C (S^1)) v bazise {e_n, f_m} ime¸t vid: [e_n, e_m]_{fk} = (n − m)e_{n+m+k}, [f_n, f_m]_{ek} = (n − m)f_{n+m+k}. Monomorfizmy τ_{n,m} (n > m) izotopiqeskoæ pary (aff(C^1 ), aff(C^1 )) v

(VectC (S^1), C^∞C (S^1)) opredelØ¸tsØ formulami t^+ → √ n − me_m, s^+ → √ n − me_n, t^− → √ n − mf_{−n}, s^− → √ n − mf_{−m}. Primer 6. IzotopiqeskaØ para Okubo [77]. Pust~ V – lineænoe prostranstvo, V^∗ – dvoæstvennoe prostranstvo, togda (V, V^∗) nadelØetsØ strukturoæ izotopiqeskoæ pary: [X, Y ]_A =(X, A)Y − (Y, A)X [A, B]_X =(X, B)A − (X, A)B, gde X, Y ∈ V , A, B ∈ V^∗. IzotopiqeskaØ para Okubo sovpadaet s (aff(C^1 ), aff(C^1 )) pri dim(V ) = 2 i s paroæ primera 1 pri dim(V ) = 3.

3. Kvantovanie konstant

Pod kvantovaniem konstant ponimaetsØ zamena nekotoryh qislovyh konstant v opredelØ¸wih (v qastnosti, kommutacionnyh ili antikommutacionnyh) sootnoxeniØh zadannym obrazom realizovannyh (predstavlennyh) algebraiqeskih ob¨ektov na matriqnye (operatornye) veliqiny. 3.1. Kvantovanie konstant v algebre Li so(3, C ), algebra SklØnina.

Algebra Li sl(2, C ) izomorfna algebre Li so(3, C ) kososimmetriqeskih matric 3 × 3. V prostranstve kososimmetriqeskih matric udobno zafiksirovat~ bazis

e_1 =

0 1 0 −1 0 0 0 0 0

, e_2 =

0 0 0 0 0 1 0 −1 0

, e_3 =

0 0 1 0 0 0 −1 0 0 . Kommutacionnye sootnoxeniØ v algebre Li so(3, C ) v fftom bazise ime¸t vid [e_i, e_j ] = ϵ_{ijk}e_k, gde ϵ_{ijk} – absol¸tno antisimmetriqeskiæ tenzor. Takim obrazom, algebra Li so(3, C ) identificiruetsØ kak algebra trehmernyh vektorov, umnoßenie v kotoroæ zadaetsØ posredstvom vektornogo proizvedeniØ.

Teorema 6A. DlØ l¸byh treh lineæno–nezavisimyh kososimmetriqeskih

matric 3 × 3 S_i (i = 1, 2, 3) suwestvuet rovno odna simmetriqeskaØ matrica 3 × 3 Q takaØ, qto [S_i, S_j] = ϵ_{ijk}(QS_k + S_kQ), gde ϵ_{ijk} – absol¸tno antisimmetriqeskiæ tenzor. Pri fftom [Q, S_i] = F_i(S_1, S_2, S_3), gde F_i – odnoznaqno opredelennye kvadratiqnye formy ot S_1, S_2, S_3. Esli matricy S_i privedeny k vidu

S_1 =

0 α 0 −α 0 0 0 0 0

, S_2 = 0 β γ −β 0 0 −γ 0 0 , S_3 = 0 δ ϵ −δ 0 ζ −ϵ −ζ 0 , to Q = u x y x v z y z w , gde x = α^2ϵ + β^2ϵ − βγδ αγ , y = βϵ − γδ α , z = βζ α , u + v = − γζ α , u + w = −^{ζ(α2+β2)}_{αγ} , v + w =^{2βγδϵ−α2ϵ2−β2ϵ2−α2γ2−ϵ2γ2} αγζ . Matricy S_i, Q osuwestvlØ¸t predstavlenie algebry s kvadratiqnymi sootnoxeniØmi, sovpada¸weæ s algebroæ SklØnina [30,31] pri tr(S_iS_j ) = 0 kol~ skoro i ≠ j. V sluqae algebry SklØnina F_i(S_1, S_2, S_3) = ϵ_{ijk}J_{jk}(S_j S_k + S_kS_j ) (J_{12} + J_{23} + J_{31} + J_{12}J_{23}J_{31} = 0).

Teorema 6B. DlØ l¸byh terh lineæno–nezavisimyh kososimmetriqeskih

matric 3 × 3 S_i (i = 1, 2, 3) suwestvuet rovno odna simmetriqeskaØ matrica 3 × 3 Q takaØ, qto [S_i, S_j ]_Q = ϵ_{ijk}S_k, gde ϵ_{ijk} – absol¸tno antisimmetriqeskiæ tenzor. Esli matricy S_i privedeny k vidu

S_1 =

0 α 0 −α 0 0 0 0 0

, S_2 = 0 β γ −β 0 0 −γ 0 0 , S_3 = 0 δ ϵ −δ 0 ζ −ϵ −ζ 0 , to Q = u x y x v z y z w , gde x = ϵ αγ , y = − δ αγ , z = βγ + ϵδ αγζ , u = − ζ αγ , v = −^{γ2+ϵ2}_{αγζ} , w =^{α2+β2+ϵ2}_{αγζ} . Matricy S_i, Q zada¸t predstavlenie izotopiqeskoæ pary (so(3, C ), C ), otveqa¸weæ algebre Li so(3, C ) ≃ sl(2, C ).

3.2. Kvantovoe rasweplenie konstant v algebre Li so(3, C ).

Pust~ obrazu¸wie S_i nekotorogo algebraiqeskogo ob¨ekta A vyraßeny qerez generatory a_α, a^∗_α algebry VeælØ W : S_i = f_i(a_α, a^∗_α); pust~ Ŝ_i, Q – obrazu¸wie algebraiqeskogo ob¨ekta Â, poluqennogo iz A kvantovaniem konstanty; raswepleniem kvantovannoæ konstanty Q nazyvaetsØ predstavlenie Ŝ_i i Q qerez generatory nekotoroæ algebry Puankare– Birhgofa–Vitta Ŵ , poroßdennoæ a_α, a^∗_α, q_β : Ŝ_i = f_i(a_α, a^∗_α), Q = g(q_β) [funkcii f_i ne izmenilis~ (!)]. Podalgebra Q algebry Ŵ , poroßdaemaØ

q_α nazyvaetsØ algebroæ rasweplennyh kvantovannyh konstant.

Kvantovoe rasweplenie konstant dostatoqno qasto vstreqaetsØ pri rexenii kvantovopolevyh zadaq (sr. paragraf 1.6.), v fftom sluqae rol~ monomorfizmov v algebru VeælØ igraet predstavlenie svobodnyh poleæ.

Vloßim algebru Li so(3, C ) v algebru VeælØ W_3, poroßdennu¸ obrazu¸wimi a_i, a^∗_i (i = 1, 2, 3), [a_i, a_j] = [a^∗_i , a^∗_j ] = 0, [a^∗_i , a_j] = δ_{ij} : S_i = ϵ_{ijk}a_j a^∗_k.

Vopros 3:. Suwestvuet li (i esli da, to naskol~ko edinstvennoe) rasweplenie kvantovannoæ konstanty Q v algebre teoremy 6A vida Q = q^2_1 +q^2 +q^2_3 takoe, qto

[a_i, a_j] = [a^∗_i , a^∗_j ] = 0, [a^∗_j , a_i] = f^{kl}_{ij} q_kq_l,

[q_i, a_j] = φ_{ij} (a_α, a^∗_α), [q_i, a^∗_j ] = ψ_{ij} (a_α, a^∗_α).

4. Harakteristiki par operatorov, gibridy Li, skobki Puassona i nelineænaØ geometriqeskaØ algebra [42]

Kak pokazyvaet istoriØ matematiki, poisk (inogda besplodnyæ) rexeniæ ”dikih”, no vnutrenne krasivyh zadaq imeet podqas bol~xu¸ znaqimost~, qem toqnye otvety k korrektno sformulirovannym ”ruqnym” problemam. Odnoæ iz takih ”dikih” zadaq ØvlØetsØ klassifikaciØ par lineænyh operatorov v fiksirovannom lineænom topologiqeskom (daße koneqnomernom) prostranstve [6]. NesmotrØ na Øvnu¸ transcendentnost~ fftoæ zadaqi (i vo mnogom v silu fftogo), ”otblesk ee siØ¸wego xleæfa” – analiz razliqnyh qislovyh i algebraiqeskih harakteristik par operatorov – predstavlØet nesomnennyæ interes kak s abstraktnoæ, tak i s prikladnoæ toqek zreniØ. I esli obratnaØ zadaqa teorii predstavleniæ zakl¸qaetsØ v vosstanovlenii algebraiqeskogo ob¨ekta po zadannomu semeæstvu ”predstavlØ¸wih” operatorov (matric), to razumno poisk razliqnyh struktur, ØvlØ¸wihsØ algebraiqeskimi, geometriqeskimi i geometroalgebraiqeskimi harakteristikami zadannogo semeæstva operatorov (matric) otnosit~ k rasxirennomu tolkovani¸ obratnoæ zadaqi. Dannyæ paragraf posvØwen pervonaqal~nomu izuqeni¸ rØda podobnyh dlØ pary operatorov.

Obwiæ plan takov. Para operatorov harakterizuetsØ nekotorym algebraiqeskim ob¨ektom, svoim ”invariantom”, gibridom Li (lineænym prostranstvom, osnawennym paroæ soglasovannyh skobok Li). V opredelennom smysle ukazannyæ ob¨ekt moßno sqitat~ ”stabilizatorom” infinitezimal~nogo deæstviØ drugogo algebraiqeskogo ob¨ekta, psevdogibrida Li (lineænogo prostranstva, osnawennogo paroæ soglasovannyh struktur psevdoalgebr Li [12,47]) na parah operatorov. Soglasovannost~ struktur psevdoalgebr Li oznaqaet, v qastnosti, qto l¸baØ lineænaØ kombinaciØ sootvetstvu¸wih strukturnyh funkciæ snova zadaet strukturu psevdoalgebry Li. Takim obrazom, na parah operatorov zadano dvuparametriqeskoe semeæstvo deæstviæ psevdoalgebr Li. Bolee togo, na orbite psevdogibrida Li zadano deæstvie nekotoroæ bol~xeæ psevdoalgebry Li (grifona dannoæ orbity), poluqaemoæ putem dobavleniØ k deæstviØm psevdoalgebr Li, sootvetstvu¸wih psevdogibridu Li, kommutativnogo semeæstva t.n. ffkvigibridnyh variaciæ.

Takim obrazom, para operatorov moßet byt~ oharakterizovana kak strukturoæ sootvetstvu¸wego gibrida Li, tak i geometriqeskimi svoæstvami ee orbity i geometroalgebraiqeskimi svoæstvami otveqa¸wego eæ grifona, a takße associirovannogo s nim semeæstva izotopnyh lup [24] (sm.takße [73]) i ih mul~tialgebr Sabinina–Miheeva [28]. Takim obrazom, klassiqeskaØ problematika funkcional~nogo analiza okazyvaetsØ svØzannoæ s noveæximi issledovaniØmi po nelineænym skobkam Puassona [12], beskoneqnomernoæ geometrii i nelineænoæ geometriqeskoæ algebre [26,27,29,74].

Opredelenie 10. Gibridom Li nazyvaetsØ lineænoe prostranstvo V , snabßennoe paroæ soglasovannyh skobok Li [·, ·]^′ i [·, ·]^{′′} (soglasovannost~ oznaqaet, qto l¸baØ lineænaØ kombinaciØ fftih skobok takße ØvlØetsØ skobkoæ Li) takih, qto vypolneno dopolnitel~noe uslovie soglasovaniØ (gibridizacii) (∀X, Y, Z ∈ V ) [[X, Z]^′, Y ]^{′′} + [[X, Y ]^′, Z]^{′′} + [[Z, Y ]^′, X]^{′′} = [[X, Z]^{′′}, Y ]^′ + [[X, Y ]^{′′}, Z]^′ + [[Z, Y ]^{′′}, X]^′.

Zameqanie 5. kaßdomu gibridu Li V otveqaet izotopiqeskaØ para (V, R^2 ) s trivial~nymi skobkami v R^2 i vice versa.

Pust~ (V_1, V_2) – izotopiqeskaØ para, A – lineænoe podprostranstvo v

V_2. Poloßim A^¡ = {X ∈ V_1 : (∀A, B ∈ A) [A, B]_X ∈ A}, Ab^¡ = {X ∈ V_1 : (∀A, B ∈ A) [A, B]_X = 0}. Teorema 7A [42]. DlØ proizvol~noæ izotopiqeskoæ pary (V_1, V_2) i lineæ-

nogo podprostranstva A ⊆ V_2 pary (A^¡, A), (Ab^¡, A) i (A^¡/Ab^¡, A) oblada¸t estestvennymi strukturami izotopiqeskih par; pri fftom(A^¡, A) i (Ab^¡, A) dopuska¸t estestvennye vloßeniØ v (V_1, V_2).

Pust~ (V_1, V_2) – proizvol~naØ izotopiqeskaØ para i A = ⟨A, B⟩ – lineænoe prostranstvo, natØnutoe na dva fflementa A i B iz V_2. Poloßim

a(A, B) = dim Ab^¡, a_0(A, B) = dim A^¡/Ab^¡.

Teorema 7B [42]. a_0(A, B) = 0, 1, 2. Esli a_0(A, B) = 1, to izotopiqeskaØ

para (A, A^¡/Ab^¡) ØvlØetsØ izotopiqeskoæ paroæ, associirovannoæ s algebroæ Li aff(R^1 ) gruppy affinnyh preobrazovaniæ prØmoæ. Esli a_0(A, B) = 2, to izotopiqeskaØ para (A, A^¡/Ab^¡) sovpada¸t s paroæ Okubo (R^2 , R^2 ).

Teorema 7V [42]. Esli (V_1, V_2) – proizvol~naØ izotopiqeskaØ para, A i B

– dva fflementa iz V_2 i A = ⟨A, B⟩, to Ab^¡ nadelØetsØ estestvennoæ strukturoæ gibrida Li, a imenno (∀X, Y ∈ Ab^¡) [X, Y ]^′ = [X, Y ]_A, [X, Y ]^{′′} = [X, Y ]_B.

Rassmotrim koneqnomernyæ sluqaæ.

Primer 1. Esli A i B – dve matricy 2 × 2, to a(A, B) ravno 4, esli ffti

matricy proporcional~ny, i 2 inaqe. Esli A = ( a b c d ) i B = ( e f g h )

neproporcional~ny, to gibrid Li Ab^¡ poroßdaetsØ matricami ( de − ah af − be ag − ce 0 ) i ( dg − ch cf − bg 0 ag − ce )

i trivialen (t.e. obe skobki toßdestvenno ravny nul¸). Esli A i B proporcional~ny, to gibrid Li Ab^¡ realizuetsØ v prostranstve vseh matric 2 × 2 i netrivialen (obe skobki proporcional~ny drug drugu i ime¸t vid (X, Y ) → XAY − Y AX ili XBY − Y BX (X, Y ∈ Mat_n(R)). Analogiqno moßet byt~ obsqitan menee trivial~nyæ sluqaæ n = 3.

Zadaqa nahoßdeniØ A^¡ i A^{b¡} pri proizvol~nom n ØvlØetsØ lineænoæ i legko programmiruemoæ.

Zameqanie 6. Esli A = ⟨A, B⟩ i A^′ = ⟨CAD, CBD⟩, gde C, D ∈ GL(n, R), to Ab^¡ i (A^′)b^¡ izomorfny kak gibridy Li.

Zameqanie 7. Pust~ F ∈ Mat_n(R), h(F ) = ⟨F ⟩^! = {X ∈ Mat_n(R) : [X, F ] = 0}, togda h(F ) nadelØetsØ estestvennoæ strukturoæ gibrida Li so skobkami [X, Y ]^′ = [X, Y ] = XY − Y X i [X, Y ]^{′′} = F [X, Y ] = [X, Y ]F = XF Y − Y F X. Pust~ A ∈ GL(n, R), B ∈ Mat_n(R), A = ⟨A, B⟩, togda otobraßeniØ X → XA,

X → AX zada¸t izomorfizm Ab^¡ na h(A^{−1}B) i h(BA^{−1}), sootvetstvenno.

Pust~ A, B ∈ Mat_n(R) i suwestvuet matrica F takaØ, qto AF = B (F A = B), A = ⟨A, B⟩, togda otobraßenie X → XA (X → AX) zadaet ffpimorfizm

Ab^¡ na h(F ).

Rassmotrim beskoneqnomernyæ sluqaæ. Pust~ bazisnoe lineænoe prostranstvo – prostranstvo mnogoqlenov odnoæ peremennoæ x. Primer 2. Esli A =^∂_{∂x} i B = x, to gibrid Li poroßdaetsØ differen-

cial~nymi operatorami P , levyæ simvol kotoryh P (x, ξ) udovletvorØet differencial~nomu uravneni¸

P^{′′}_{xξ} + xP^′_x + ξP^′_ξ + P = 0.

Zafiksiruem bazis e_n = x^nf_n(x^∂_{∂x} ) v prostranstve rexeniæ. Funkcii f_n(ξ) ime¸t vid f(2k) =^{(2k−1)!!}_{(2k+n)!!} , f_n(2k + 1) = 0. V bazise e_n kommutacionnye sootnoxeniØ v gibride Li zada¸tsØ formulami

[e_m, e_n]^· =

0, esli m + n ∈ 2Z,

e_{n+m±1}, esli m ∈ 2Z + 1, n ∈ 2Z, −e_{n+m±1}, esli m ∈ 2Z, n ∈ 2Z + 1,.

Znak pl¸s otveqaet skobke [·, ·]^′, a znak minus – skobke [·, ·]^{′′}.

Otmetim sledu¸wiæ fakt. Esli V – gibrid Li so skobkami [·, ·]^′ i [·, ·]^{′′}, to lineænoe prostranstvo k(V ) = V ⊕ V nadelØetsØ strukturoæ algebry Li s kommutatorom

[(X_1, Y_1), (X_2, Y_2)] =

([X_1, X_2]^{′′} +^1_2 ([X_1, Y_2]^′ − [X_2, Y_1]^′), [Y_1, Y_2]^′ +^1_2 ([Y_1, X_2]^{′′} − [Y_2, X_1]^{′′})).

Opredelenie 11. IzotopiqeskaØ para (V_1, V_2) nazyvaetsØ kontragredientnoæ, esli V_1 = V^∗_2 , V_2 = V^∗_1 i dlØ l¸byh A, B ∈ V_2, X, Y ∈ V_1 vypolnØetsØ cepoqka ravenstv: ⟨[X, Y ]_B, A⟩ = − ⟨[X, Y ]_A, B⟩ = ⟨[A, B]_X, Y ⟩ = − ⟨[A, B]_Y , X⟩ , gde ⟨·, ·⟩ – estestvennoe sparivanie V_1 i V_2.

Zameqanie 8. KoneqnomernaØ operatornaØ izotopiqeskaØ para ØvlØetsØ kontragredientnoæ.

Opredelim dlØ kontragredientnoæ izotopiqeskoæ pary (V_1, V_2) 4–formu Ω :

⋀_2 V_1 ⊗

⋀_2 V_2 → R: Ω(A, B; X, Y ) = ⟨[X, Y ]_B, A⟩ = − ⟨[X, Y ]_A, B⟩ = ⟨[A, B]_X , Y ⟩ = − ⟨[A, B]_Y , X⟩ . Zameqanie 9. Vvidu nevyroßdennosti sparivaniØ V_1 ⊗V_2 → R opredeleny operatory R^{(i)}_Ω :

⋀_2 V_i → ⋀_2 V_i takie, qto ⟨ R^{(1)}_Ω (X ∧ Y ), A ∧ B ⟩ = Ω(A, B; X, Y ) = ⟨ X ∧ Y, R^{(2)}_Ω (A ∧ B) ⟩ . Pri fftom operatory R^{(i)}_Ω soprØßeny drug drugu i invol¸tivny: R^{(2)}_Ω =

(R^{(1)}_Ω )^∗, R^{(1)}_Ω = (R^{(2)}_Ω )^∗, (R^{(i)}_Ω )^2 = − id.

Zameqanie 10. Pust~ (V_1, V_2) – proizvol~naØ kontragredientnaØ izotopiqeskaØ para, A, B ∈ V_2, A = ⟨A, B⟩, togda A^{b¡} = ker Ω_{A,B}, gde Ω_{A,B} (·, ·) =

Ω(A, B; ·, ·). Kak sledstvie, codim_{End(V1)} Ab^¡ – qetno.

Zameqanie 11. Pust~ A ∈ GL(n, R), B ∈ Mat_n(R), π : X → XA ili AX (X ∈ Mat_n(R)), togda Ω_{A,B}|_{Matn(}R_{)/}A_{b¡} = π_∗ω_{Kir}(F ) – obratnyæ obraz formy Kirillova [14,33] k orbite (ko)prisoedinennogo predstavleniØ gruppy Li GL(n, R) toqki F (F = A^{−1}B ili BA^{−1}) v fftoæ toqke.

Opredelenie 12.

A [12]. Psevdoalgebroæ Li vektornyh poleæ na mnogoobrazii M nazyvaetsØ troæka (g, m, τ), gde g – lineænoe prostranstvo, τ ∈ Hom(g, Vect(M)),

m ∈ Map(M, Hom(

⋀_2

g, g)), priqem m i τ soglasovany meßdu soboæ, a

imenno, esli poloßit~ [X, Y ]_a = m(a)(X, Y ) (X, Y ∈ g, a ∈ M), to [τ(X),

τ(Y )](a) = τ([X, Y ]_a).

B . Psevdogibridom Li vektornyh poleæ na mnogoobrazii M nazyvaetsØ lineænoe prostranstvo g, osnawennoe dvumØ soglasovannymi strukturami psevdoalgebr Li (g, m^′, τ^′) (g, m^{′′}, τ^{′′}) takimi, qto [τ^′(X), τ^{′′}(Y )](a) +

[τ^{′′}(X), τ^′(Y )](a) = τ^′([X, Y ]^{′′}_a) + τ^{′′}([X, Y ]^′_a) (X, Y ∈ g, a ∈ M), gde [X, Y ]^′_a = m^′(a)(X, Y ) i [X, Y ]^{′′}_a = m^{′′}(a)(X, Y ). Esli (g, m, τ) – psevdoalgebra Li vektornyh poleæ na mnogoobrazii M, to budem govorit~, qto g deæstvuet na M; analogiqno, esli (g, m^′, m^{′′}, τ^′,

τ^{′′}) – psevdogibrid Li vektornyh poleæ na mnogoobrazii M, to budem go-

vorit~, qto g deæstvuet na M. Otmetim, qto esli (g, m^′, m^{′′}, τ^′, τ^{′′}) – psevdogibrid Li, to dlØ l¸byh λ i μ troæka (g, m_{λ,μ}, τ_{λ,μ}) (m_{λ,μ} = λm^′ + μm^{′′},

τ_{λ,μ} = λτ^′ + μτ^{′′}) ØvlØetsØ psevdoalgebroæ Li; takim obrazom, deæstvie

psevdogibrida Li na fiksirovannom mnogoobrazii zadaet dvuparametriqeskoe semeæstvo psevdoalgebr Li (g, m_{λ,μ}, τ_{λ,μ}) vektornyh poleæ na nem.

Pust~ (V_1, V_2) – proizvol~naØ izotopiqeskaØ para. Poloßim W_i = V_i ⊕

V_i.

Teorema 8A [42]. V_1 deæstvuet kak psevdogibrid Li na W_2 (i naoborot, V_2

deæstvuet kak psevdogibrid Li na W_1):

τ^′(X)(A, B) = ([A, B]_X , 0), τ^{′′}(X)(A, B) = (0, [A, B]_X)

τ^′(A)(X, Y ) = ([X, Y ]_A, 0), τ^{′′}(A)(X, Y ) = (0, [X, Y ]_A)

(X, Y ∈ f_1, A, B ∈ f_2); [X, Y ]^′_{(A,B)} = [X, Y ]_B , [X, Y ]^{′′}_{(A,B)} = [X, Y ]_A [A, B]^′_{(X,Y )} = [A, B]_Y , [A, B]^{′′}_{(X,Y )} = [A, B]_X Zameqanie 12. Esli koneqnomernyæ psevdogibrid Li g deæstvuet na koneqnomernom mnogoobrazii M, to kaßdaØ psevdoalgebra Li vektornyh poleæ na M iz sootvetstvu¸wego dvuparametriqeskogo semeæstva psevdoalgebr Li ffksponenciruetsØ do psevdo(kvazi)gruppy Li preobrazovaniæ M [12,24,47,73].

Opredelenie 12.

V. Orbitoæ psevdoalgebry Li (g, m, τ) vektornyh poleæ na mnogoobrazii M nazyvaetsØ minimal~noe podmnogoobrazie N takoe, qto τ(g) ⊆

Vect(N).

G. Orbitoæ psevdogibrida Li (g, m^′, m^{′′}, τ^′, τ^{′′}) vektornyh poleæ na mnogoobrazii M nazyvaetsØ minimal~noe podmnogoobrazie N takoe, qto

τ^′(g) + τ^{′′}(g) ⊆ Vect(N).

Zameqanie 13. DlØ proizvol~noæ izotopiqeskoæ pary (V_1, V_2) prostranstvo W_2 dopuskaet (V_1, m_{λ,μ}, τ_{λ,μ})–ffkvivariantnoe rassloenie P_{λ,μ} nad bazoæ

V_2 s proekcieæ p : W_2 → V_2, gde p(A, B) = λA + μB, sloæ U(C) nad toqkoæ C

izomorfen V_2 dlØ l¸bogo C. Na l¸bom sloe U(C) deæstvie psevdoalgebry Li (V_1, m_{λ,μ}, τ_{λ,μ}) reduciruetsØ do deæstviØ algebry Li l(C), realizuemoæ v prostranstve V_1 s pomow~¸ [·, ·]_C, U(C) ≃ l^∗(C). Takim obrazom, orbity deæstviØ psevdoalgebry Li (V_1, m_{λ,μ}, τ_{λ,μ}) na W_2 sovpada¸t s orbitami koprisoedinennyh predstavleniæ algebr Li l(C).

Zameqanie 14. DlØ matriqnoæ izotopiqeskoæ pary (V_1, V_2) orbity deæstviØ psevdogibrida Li V_1 na W_2 sovpada¸t s orbitami deæstviØ GL(n, R)×

GL(n, R), opisannogo v zameqanii 2.

Takim obrazom, kasatel~noe prostranstvo k orbite psevdogibrida Li

V_1 na W_2 v proizvol~noæ toqke dlØ matriqnoæ izotopiqeskoæ pary ne

sovpadaet s prØmoæ summoæ kasatel~nyh prostranstv k orbitam sootvetstvu¸wih psevdoalgebr Li v ukazannoæ toqke.

Opredelenie 13. Pust~ (V_1, V_2) – proizvol~naØ izotopiqeskaØ para, O – orbita deæstviØ psevdogibrida Li V_1 na W_2. Opredelim ffkvigibridnoe sloenie F na orbite O sledu¸wim obrazom: sloi F sostoØt iz par (A, B) s sovpada¸wimi gidridami Li A^{b¡} (A^{b¡} = ⟨A, B⟩).

Gipoteza 3. DlØ proizvol~noæ izotopiqeskoæ pary (V_1, V_2) kasatel~noe prostranstvo k orbite deæstviØ psevdogibrida Li V_1 na W_2 v proizvol~- noæ toqke ØvlØetsØ summoæ kasatel~nyh prostranstv k orbitam sootvetstvu¸wih psevdoalgebr Li i k ffkvigibridnomu sloeni¸ v ukazannoæ toqke

DannaØ gipoteza spravedliva dlØ metriqnoæ izotopiqeskoæ pary. Bolee togo, v fftom sluqae ffkvigibridnoe sloenie poroßdaetsØ kommutativnym semeæstvom variaciæ, kotorye my budem nazyvat~ ffkvigibridnymi variaciØmi. A imenno, dlØ proizvol~nogo X ∈ Ab^¡ (A = ⟨A, B⟩) opredelim variacii δ(X) sledu¸wim obrazom:. δ(X)(A, B) = (AXA +

AXB, AXB + BXB). Netrudno pokazat~, v fftom sluqae v proizvol~noæ

toqke orbity psevdogibrida Li imeet mesto razloßenie kasatel~nogo prostranstva k orbite v prØmu¸ summu kasatel~nyh prostranstv k orbitam sootvetstvu¸wih psevdoalgebr Li i ffkvigibridnyh variaciæ (kotorye obrazu¸t kommutativnu¸ algebru Li). Kak sledstvie, na orbite psevdogibrida Li V_1 zadano deæstvie psevdoalgebry Li ^W_1 = W_1 ⊕ A^{b¡}, gde deæstvie W_1 opredelØetsØ deæstviØmi psevdoalgebr Li (V_1, m^′, τ^′) i

(V_2, m^{′′}, τ^{′′}), a deæstvie Ab^¡ zadaetsØ ffkvigibridnymi variaciØmi. Ukazan-

nu¸ psevdoalgebru Li ^W_1 budem nazyvat~ grifonom sootvetstvu¸weæ orbity psevdogibrida Li.

Zameqanie 15. V koneqnomernom sluqae deæstvie grifona na orbite ffksponenciruetsØ do deæstviØ sootvetstvu¸weæ psevdo(kvazi)gruppy Li [12,24,73].

Zameqanie 16. Razloßenie kasatel~nogo prostranstva k orbite O psevdogibrida Li V_1 v prØmu¸ summu kasatel~nyh prostranstv k orbitam

psevdoalgebr Li (V_1, m_λ′_{,μ}′ , τ_λ′_{,μ}′ ), (V_2, m_λ′′_{,μ}′′ , τ_λ′′_{,μ}′′ ) ( | | | λ^′ λ^{′′} μ^′ μ^{′′} | | | ≠ 0) i ffk-

vigibridnyh variaciæ oznaqaet, qto ffkvigibridnoe sloenie i rassloeniØ

P_λ′_{,μ}′ , P_λ′′_{,μ}′′ zad¸t set~ [1] na orbite O psevdogibrida Li V_1. Ot-

metim takße, qto (n + 1)-ka (P_{λ1,μ1} , . . . P_{λn ,μn} , F) ( | | | λ_i λ_j μ_i μ_j | | | ≠ 0 esli i ≠

j) zadet nekotoryæ ob¨ekt na orbite O, svoæstva kotorogo shodny so svoæstvami mnogomernoæ n–tkani [45,56], a sovokupnost~ (P_{λ,μ} : (λ, μ) ∈ P^1; F) – ob¨ekt, blizkiæ k ∞–tkani raboty [55].

Zameqanie 17. Lupa, opredelØemaØ grifonom orbity psevdogibrida Li matriqnoæ izotopiqeskoæ pary (ili sootvetstvu¸weæ psevdo(kvazi)gruppoæ Li), i toqkoæ orbity (A, B) [12.24.73] dopuskaet vloßenie v sebØ gruppy L_{λ,μ}(C), otveqa¸weæ algebre Li l(C) (C = λA + μB), dlØ l¸byh λ i μ, a takße kommutativnoæ gruppy, otveqa¸weæ ffkvigibridnym variaciØm.

Opredelim rassloenie P_{b¡} nad orbitoæ O psevdogibrida Li, sloæ kotorogo nad toqkoæ (A, B) sovpadaet s ⟨A, B⟩^{b¡}. V rassloenii P_{b¡} zadana svØznost~ ∇ takaØ, qto

∇_τ ′_{(Z1)+τ} ′′_{(Z2)+δ(Z0)}((A, B), X) =

((τ^′(Z_1) + τ^{′′}(Z_2) + δ(Z_0))(A, B), [Z_1, X]_B + [Z_2, X]_A),

gde Z_1, Z_2 ∈ V_2, Z_0, X ∈ ⟨A, B⟩^{b¡}. Rassmotrim takße dvoæstvennoe rassloenie P^∗_{b¡} nad O so sloem (⟨A, B⟩^{b¡})^∗ nad toqkoæ (A, B), v kotorom opredelena dvoæstvennaØ svØznost~ ∇^∗. Kovariantnye proizvodnye v P^∗_{b¡} vdol~ fflementov grifona zamyka¸tsØ do deæstviØ nekotoroæ psevdoalgebry Li, kotoru¸ budem nazyvat~ kanoniqeskim rasxireniem grifona.

Zameqanie 18. DlØ matriqnoæ izotopiqeskoæ pary svØznost~ ∇^∗ v rassloenii P^∗_{b¡} zadet podnØtie deæstviØ dublØ GL(n, R) × GL(n, R) na baze do svobodnogo i tranzitivnogo deæstviØ gl(n, R) ⊕ gl(n, R) na total~nom prostranstve. Kak sledstvie, na total~nom prostranstve rassloeniØ P^∗_{b¡} zadana puassonova struktura dublØ Geæzenberga [46,81].

Opredelenie 14 (sr. [12]). Psevdoalgebra Li (g, m, τ) nazyvaetsØ ga-

mil~tonovoæ, esli sootvetstvu¸wee mnogoobrazie M – puassonovo i zadano lineænoe otobraßenie τ̂ ∈ Hom(g, O(M)) takoe, qto τ(X)F = {τ̂(X), F } (X ∈ g, F ∈ O(M). Esli (g, m, τ) – gamil~tonova psevdoalgebra vektornyh poleæ na puassonovom mnogoobrazii M, to budem govorit~, qto g deæstvuet na M gamil~tonovo.

Teorema 8B [42]. Puassonova struktura na P^∗_{b¡} invariantna otnositel~no

deæstviØ kanoniqeskogo rasxireniØ grifona, ØvlØ¸wegosØ gamil~tonovym.

Spisok literatury

[1] Bazylev V.T., Kuz~min M.K., StolØrov A.V., Seti na mnogoobraziØh / Problemy geometrii 12. M., VINITI, 1981, S.97-125.

[2] Barut A., Ronqka R., TeoriØ predstavleniæ grupp i ee priloßeniØ. M., Mir, 1980.

[3] Bidenharn L., Lauk Dß., Uglovoæ moment v kvantovoæ fizike. M., Mir, 1984.

[4] Gel~fand I.M., Zelevinskiæ A.V., Modeli predstavleniæ klassiqeskih grupp i ih skrytye simmetrii // Funkc. analiz i ego priloß. 1984. T.18, vyp.3. S.14-31.

[5] Gel~fand I.M., Kirillov A.A., Struktura tela Li, svØzannogo s poluprostoæ raaswepimoæ algebroæ Li // Funkc. analiz i ego priloß. 1968. T.3, vyp.1. S.7-26.

[6] Gel~fand I.M., Ponomarev V.A., ZameqaniØ o klassifikacii pary kommutiru¸wih lineænyh preobrazovaniæ v koneqnomernom prostranstve // Funkc. analiz i ego priloß. 1969. T.3, vyp.4. S.81-83.

[7] Govorkov A.B., O vozmoßnosti parapolevogo predstavleniØ vnutrennih stepeneæ svobody tipa izospina i strannosti // ȷ�TF. 1968. T.54. S.1785-1798.

[8] Davydov A.S., KvantovaØ mehanika. M., Fizmatlit, 1963. [9] Diksm~e ȷ., Universal~nye obertyva¸wie algebry. M., Mir, 1978.

[10] Drinfel~d V.G., Kvantovye gruppy // Zap. nauqn. semin. LOMI.

1986. T.155. S.19-49.

[11] ȷelobenko D.P., Xtern A.I., PredstavleniØ grupp Li. M., Na-

uka, 1983.

[12] Karasev M.V., Maslov V.P., Nelineænye skobki Puassona. Ge-

ometriØ i kvantovanie. M., Nauka, 1991.

[13] Karasev M.V., Maslov V.P., Nazaækinskiæ V.E., Algebry s obwi-

mi perestanovoqnymi sootnoxeniØmi i ih primeneniØ. I,II/ Sovrem. probl. matematiki. Noveæxie dostißeniØ 13. M., VINITI, 1979.

[14] Kirillov A.A., �lementy teorii predstavleniæ. M., Nauka, 1972. [15] Klimyk A.U., Matriqnye fflementy i kofffficienty Klebxa–Gor-

dana predstavleniæ grupp. Kiev, Naukova dumka, 1979.

[16] Kuznecov G.I., Moskal¸k S.S, Smirnov ı.F., Xelest V.P., Gra-

fiqeskaØ teoriØ predstavleniæ ortogonal~nyh i unitarnyh grupp. Kiev, Naukova dumka, 1992.

[17] Kuz~min E.N., Xestakov I.P., Neassociativnye struktury / Sov-

rem. probl. matematiki. Fundam. napravleniØ 57. M., VINITI, 1992.

[18] Kulix P.P., KontrakciØ kvantovyh algebr i q–oscillØtory //

TMF. 1991. T.86, vyp.1. S.157-160.

[19] Landau L.D., Lifxic E.M., KvantovaØ mehanika. NerelØtivist-

skaØ teoriØ. M., Fizmatlit, 1963.

[20] Latuxkin ı.D., Stepin A.M., Operatory vzvexennogo sdviga i

lineænye rasxireniØ dinamiqeskih sistem // UMN. 1991. T.46. S.85-143.

[21] Leætes D.A., Superalgebry Li / Sovrem. probl. matematiki. No-

veæxie dostißeniØ 25. M., VINITI, 1984, S.3-50.

[22] Malkin I.A., Man~ko V.I., Dinamiqeskie simmetrii i kogerent-

nye sostoØniØ kvantovyh sistem. M., Nauka, 1979.

[23] Manin ı.I., Kalibrovoqnye polØ i kompleksnaØ geometriØ. M.,

Nauka, 1984.

[24] Miheev P.O., O lupah preobrazovaniæ / Nekotorye priloßeniØ

differencial~noæ geometrii. M., 1985, S.85-93.

[25] Rexetihin N.ı., TahtadßØn L.A., Faddeev L.D., Kvantovanie

grupp i algebr Li // Algebra i anal. 1989. T.1, vyp.1. S.178-206.

[26] Sabinin L.V., Metody neassociativnoæ algebry v differenci-

al~noæ geometrii. Priloß. k russk. perev. kn. KobaØsi S., Nomidzu K., Osnovy differencial~noæ geometrii. T.1., M., Nauka, 1982.

[27] Sabinin L.V., O nelineænoæ geometriqeskoæ algebre / Tkani i

kvazigruppy. Kalinin (Tver~), 1988, S.32-37.

[28] Sabinin L.V., Miheev P.O., Ob infinitezimal~noæ teorii lo-

kal~nyh analitiqeskih lup // DAN SSSR. 1988. T.297. S.801-805.

[29] Sabinin L.V., Miheev P.O., Gladkie kvazigruppy i geometriØ /

Problemy geometrii 20. M., VINITI, 1988, S.75-110.

[30] SklØnin E.K., O nekotoryh algebraiqeskih strukturah, svØzannyh

s uravneniem ˚nga–Bakstera // Funkc. analiz i ego priloß. 1982. T.16, vyp.4. S.27-34; 1983. T.17, vyp.4. S.34-48.

[31] SklØnin E.K., Ob odnoæ algebre, poroßdaemoæ kvadratiqnymi so-

otnoxeniØmi // UMN. 1985. T.40, vyp.2. S.214.

[32] Feægin B.L., Algebry Li gl(λ) i kogomologii algebry Li dif-

ferencial~nyh operatorov // UMN. 1988. T.35, vyp.2. S.169-170.

[33] Fomenko A.T., SimplektiqeskaØ geometriØ. Metody i priloßeniØ.

M., Izd-vo MGU, 1988.

[34] Fuks D.B., Kogomologii beskoneqnomernyh algebr Li, M., Nauka,

1984.

[35] Horußiæ S.S., Vvedenie v algebraiqesku¸ kvantovu¸ teori¸ po-

lØ. M., Nauka, 1986.

[36] Xafareviq I.R., Osnovy algebraiqeskoæ geometrii. T.1. M., Na-

uka, 1988.

[37] Xvarc A.S., Matematiqeskie metody kvantovoæ teorii polØ. M.,

Nauka, 1975.

[38] Xelepin L.A., Isqislenie kofffficientov Klebxa–Gordana i ego

priloßeniØ v fizike // Teoretiko–gruppovye metody v fizike. Trudy FIAN. T.70, 1973, S.3-120.

[39] ır~ev D.V., KvantovaØ konformnaØ teoriØ polØ kak beskoneq-

nomernaØ nekommutativnaØ geometriØ // UMN. 1991. T.46, vyp.4. S.115-138.

[40] ır~ev D.V., KompleksnaØ proektivnaØ geometriØ i kvantovaØ pro-

ektivnaØ teoriØ polØ // TMF. 1994. T.101, vyp.3. S.331-348.

[41] ır~ev D.V., Izotopiqeskie pary i ih predstavleniØ // TMF.

1995. T.105. vyp.1. S.18-28 [e-version (Texas E-Arch. on Math. Phys.):

mp arc/94-267 (1994) (in English)].

[42] ır~ev D.V., Harakteristiki par operatorov, gibridy Li, skobki

Puassona i nelineænaØ geometriqeskaØ algebra // Fundam. prikl. matem., v peqati [e-version (SISSA E-Arch. on Funct. Anal.): funct-

an/9411007 (1994)].

[43] ır~ev D.V., DinamiqeskaØ obratnaØ zadaqa teorii predstavle-

niæ i nekommutativnaØ geometriØ // Fundam. prikl. matem., v peqati [e-version (SISSA E-Arch. on Funct. Anal.): funct-an/9507001

(1995)].

[44] Abe E., Hopf algebras. Cambridge Univ. Press, Cambridge, 1982. [45] Akivis M.A., Shelekhov A.M., Geometry and algebra of multidimensional 3-webs. Kluwer Acad. Publ., Dordrecht, 1992.

[46] Alekseev A.Yu., Malkin A.Z., Symplectic structures associated to Lie–Poisson groups // Commun. Math. Phys. 1994. V.162. P.147-174 [e-version (LANL E-Arch. on Theor. High Energy Phys.): hep-th/9303038 (1993)].

[47] Batalin I., Quasigroup construction and first class constraints // J. Math.

Phys. 1981. V.22. P.1837-1850.

[48] Biedenharn L.C., Louck J.D., The Racah–Wigner algebra in quantum theory. Addison Wesley Publ, 1981.

[49] Biedenharn L.C., Truini P., An E_6 ⊗U(1)–invariant quantum- mechanics for a Jordan pair // J. Math. Phys. 1982. V.23. P.1327-1345.

[50] Connes A., Introduction à la géometrie noncommutative. InterEditions, Paris, 1990.

[51] Dothann Y., Gellmann M., Neeman Y., Series of hadron energy levels as representations of non–compact groups // Phys. Lett.-1965.-V.17.-P.148- 151.

[52] Faulkner J.R., On the geometry of inner ideals // J. Alg. 1973. V.26. P.1-9. [53] Faulkner J.R., Ferrar J.C., Simple anti–Jordan pairs // Commun. Alg. 1980.

V.8. no.11. P.993–1013.

[54] Gelfand I.M., Kirillov A.A., Sur les corps liés aux algèbges enveloppantes des algèbres de Lie // Publ. Math. IHES. 1966. V.31. P.5-20.

[55] Gelfand I.M., Zakharevich I., Webs, Veronese curves, and bihamiltonian systems // J. Funct. Anal. 1991. V.99. P.150-178.

[56] Gol’dberg V., Theory of multicodimensional (n+1)-webs. Kluwer Acad.

Publ., Dordrecht, 1992.

[57] Green H.S., A generalized method of field quantization // Phys. Rev. 1953.

V.90. P.270-273.

[58] Jacobson N., Structure and representations of Jordan algebras. Amer. Math.

Soc., RI, 1971.

[59] Juriev D., Infinite dimensional geometry and quantum field theory of strings.

I. Infinite dimensional geometry of second quantized free strings // Alg. Groups Geom. V.11. P.145-179 [e-version (LANL E-Arch. on Theor. High Energy Phys.): hep-th/9403068 (1994)].

[60] Juriev D., Infinite dimensional geometry and quantum field theory of strings.

II. Infinite dimensional noncommutative geometry of a self–interacting string field // Russian J. Math. Phys. 1996. V.4. N.3. [e-version (LANL E-Arch. on Theor. High Energy Phys.): hep-th/9403148 (1994)].

[61] Juriev D., Infinite dimensional geometry and quantum field theory of strings.

III. Infinite dimensional W–geometry of a second quantized free string // J. Geom. Phys. 1995. V.16. P.275-300 [e-version (LANL E-Arch. on Theor. High Energy Phys.): hep-th/9401026 (1994)].

[62] Juriev D., Setting hidden symmetries free by the noncommutative Veronese mapping // J. Math. Phys. 1994. V.35. P.5021-5024 [e-version (LANL E-

Arch. on Theor. High Energy Phys.): hep-th/9402130 (1994)]. [63] Juriev D., Topics in hidden symmetries / E–print (LANL E-Arch. on Theor.

High Energy Phys.): hep-th/9405050 (1994).

[64] Juriev D., Classical and quantum dynamics of noncanonically coupled oscillators and Lie superalgebras // Russian J. Math. Phys., to appear [e-version (SISSA E-Arch. on Funct. Anal.): funct-an/9409004 (1994)].

[65] Kac V.G. A sketch of Lie superalgebra theory // Commun. Math. Phys.

1977. V.53. P.31–64; Lie superalgebras // Adv. Math. 1977. V.26. P.8-96; Lie superalgebras // Lect. Notes Math. 1978. V.676. P.597–626.

[66] Lôhmus J., Sorgsepp L., Nonassociative algebras in physics. V.I, II. Estonian Inst. Phys. Tartu, 1985.

[67] Lôhmus J., Paal E., Sorgsepp L., Nonassociative algebras in physics. Hadronic Press, Palm Harbor, Florida, 1994.

[68] Loos O., Jordan pairs. Springer Verlag, 1975.

[69] Manin Yu.I., Some remarks on Koszul algebras and quantum groups // Ann.

Inst. Fourier. 1987. V.37. P.191-205.

[70] Manin Yu.I., Topics in noncommutative geometry, Princeton Univ. Press, Princeton, 1991.

[71] McCrimmon K., Jordan algebras and their applications // Bull. Amer.

Math. Soc. 1978. V.84. P.612-627.

[72] Meyberg K., Jordan–Tripelsysteme und die Koecher–Konstruktion von Lie– Algebren // Math. Z. 1970. V.115. P.58-78.

[73] Mikheev P.O., Quasigroups of transformations // Trans. Inst. Phys. Estonian Acad. Sci. 1990. V.66. P.54-66.

[74] Mikheev P.O., Sabinin L.V., Quasigroups and differential geometry / Quasigroups and loops. Theory and applications. Berlin, Heldermann Verlag, 1990, P.357-430.

[75] Mukunda N., O’Raifeertaigh L., Sudarshan E., Characteristic noninvariance groups of dynamical symmetries // Phys. Rev. Lett. 1965. V.15. P.1041- 1044.

[76] Ohnuki Y., Kamefuchi S., Quantum field theory and parastatsitics. Springer Verlag, 1982.

[77] Okubo S., Triple products and Yang–Baxter equation. II. Orthogonal and symplectic ternary systems // J. Math. Phys. 1993. V.34. P.3292-3315.

[78] Okubo S., Parastatistics as Lie–supertriple systems // J. Math. Phys. 1994.

V.35. no.6. P.2785-2803.

[79] Okubo S., Jordan triple systems and Yang–Baxter equation / Preprint Univ. Rochester UR-1334, ER-40685-783 (1993) [e-version (LANL E-Arch. on Theor. High Energy Phys.): hep-th/9312181 (1993)].

[80] Santilli R.M., Foundations of theoretical mechanics. II. Birkhoffian generalization of Hamiltonian mechanics. Springer Verlag, 1982.

[81] Semenov-Tian-Shansky M.A., Dressing transformations and Poisson–Lie group actions // Publ. RIMS Kyoto. 1985. V.21. P.1237-1260.

[82] Scheunert M., The theory of Lie superalgebras. Springer Verlag, 1979. [83] Vershik A.M., Algebras with quadratic relations // Selecta Math. Sovietica.

1992. V.11. P.293-315 [pervonaqal~no opublikovano na russkom Øzyke

v sb. Spektral~naØ teoriØ operatorov i beskoneqnomernyæ analiz.

In-t matematiki, Kiev, 1984, S.32-57].

[84] Wigner E., Do the equations of motion determine the quantum mechanical commutation relations? // Phys. Rev. 1950. V.77. P.711-712.

CMFI ”Talassa �teriØ”

E-mail address: denis@juriev.msk.ru