`ORDANOVY UZORY NA ALGEBRAH LI I NEGAMIL^TONOVO VZAIMODE`STVIE GAMIL^TONOVYH SISTEM

D.V.ır~ev

Mnogie vaßnye klassiqeskie gamil~tonovy dinamiqeskie sistemy svØzany s algebrami Li [1,2] ili ih nelineænymi obobweniØmi [3]. Vzaimodeæstvie gamil~tonovyh sistem moßet byt~ libo gamil~tonovym, t.e. zadavaemym dopolnitel~nym qlenom vzaimodeæstviØ H_{int} v gamil~toniane i, vozmoßno, takße nekotoroæ deformacieæ ishodnyh (”svobodnyh”) skobok Puassona, libo negamil~tonovym. Posledniæ sluqaæ, otveqa¸- wiæ nekonservativnym silam vzaimodeæstviØ, predstavlØet interes kak s teoretiqeskoæ, tak i s prikladnoæ toqek zreniØ. Vaßnoæ zadaqeæ ØvlØetsØ opisanie razliqnyh algebraiqeskih struktur, upravlØ¸wih vzaimodeæstviem podobnogo tipa. Suwestvuet po men~xeæ mere dva podhoda k etoæ zadaqe. Pri pervom podhode negamil~tonovo vzaimodeæstvie svØzyvaetsØ s deformaciØmi ishodnyh algebraiqeskih struktur (algebr Li), takimi kak, naprimer, izotopiqeskie pary [4] i ih nelineænye obobweniØ — I–pary [5]. Pri vtorom podhode ukazannoe vzaimodeæstvie zadaœtsØ nekototrymi dopolnitel~nymi algebraiqeskimi strukturami na algebrah Li.

Opredelenie 1. Uzorom na algebre Li g nazyvaetsØ g–ffkvivariantnaØ

algebraiqeskaØ struktura na neæ.

DannaØ rabota posvØwena opredelœnnomu tipu uzorov na algebrah Li, kotoryæ, kak kaßetsØ, predstavlØet osobyæ interes, i sootvetstvu¸wim negamil~tonovym dinamikam.

Opredelenie 2. `ordanovym uzorom na algebre Li g s kommutatorom [·, ·]

nazyvaetsØ g–ffkvivariantnaØ struktura æordanovoæ troænoæ sistemy na g s trilineænoæ operacieæ ⟨·, ·, ·⟩ takoæ, qto [A, ⟨X, A, X⟩]+[X, ⟨A, X, A⟩] = 0.

Napomnim, qto æordanovoæ troænoæ sistemoæ [6] nazyvaetsØ lineænoe prostranstvo V s trilineænoæ operacieæ ⟨·, ·, ·⟩, udovletvorØ¸weæ toß- destvu ⟨x, ⟨a, z, b⟩ , y⟩ = ⟨⟨x, a, y⟩ , b, z⟩ + ⟨⟨y, a, z⟩ , b, x⟩ − ⟨⟨x, b, y⟩ , a, z⟩. Primer 1. Pust~ A — associativnaØ algebra s invol¸cieæ ∗, togda algebra Li g = {X ∈ A : X^∗ = −X} nadelØetsØ strukturoæ æordanovogo uzora s ⟨X, Y, Z⟩ = XY Z + ZY X. Typeset by AMS-TEX

Primer 2. Algebra Li g s invariantnoæ bilineænoæ formoæ ⟨·, ·⟩ nadelØetsØ strukturoæ æordanova uzora s ⟨X, Y, Z⟩ = ⟨X, Y ⟩ Z + ⟨Z, Y ⟩ X.

Algebry Li g s æordanovym uzorom dopuska¸t dve vaßnye 4–lineænye operacii ⟨A, B|X, Y ⟩ =^1_2 ([A, ⟨X, B, Y ⟩] + [B, ⟨X, A, Y ⟩]) = −^1_2 ([X, ⟨A, Y, B⟩] + [Y, ⟨A, X, B⟩]) i [A, B]_{(X,Y )} =^1_2 (⟨[A, X], Y, B⟩ + [A, ⟨X, B, Y ⟩] + (X ↔ Y )) − (A ↔ B). Teorema 1. DlØ l¸byh fflementov X i Y algebry Li g, snabßœnnoæ æor-

danovym uzorom, operaciØ [·, ·]_{(·,·)} zadaœt na g skobku Li, soglasovannu¸ s ishodnoæ skobkoæ [·, ·].

Napomnim, qto I–paroæ [5] nazyvaetsØ para (V_1, V_2) lineænyh pros transtv V_i s zadannymi (voobwe govorØ, nelineænymi) otobraßeniØmi h_1 : V_2 → Hom(

⋀_2 (V_1), V_1), h_2 : V_1 → Hom(

⋀_2 (V_2), V_2) takimi, qto h_1(A) i h_2(X) zada¸t skobki Li [·, ·]_A i [·, ·]_X na prostranstvah V_1 i V_2 dlØ l¸byh fflementov A iz V_2 i X iz V_1, sootvetstvenno. takim obrazom, esli g — algebra Li s æordanovym uzorom, to g ⊕ g ØvlØetsØ I–paroæ.

Opredelenie 3. Differencial~nye uravneniØ { Ẋ_t ={H, X_t}_{At} + α ⟨A_t, X_t, A_t⟩ Ȧ_t ={H, A_t}_{Xt} − α ⟨X_t, A_t, X_t⟩ gde {·, ·}_Y — skobka Puassona, otveqa¸waØ skobke Li [·, ·] + ε[·, ·]_{(Y,Y )}, H = H_1 + H_2 + H_{int} — gamil~tonian, ØvlØ¸wiæsØ summoæ gamil~tonianov H_i nevzaimodeæstvu¸wih sistem i gamil~toniana vzaimodeæstviØ H_{int}, nazyva¸tsØ dinamiqeskimi uravneniØmi, associirovannymi s æordanovym uzorom na algebre Li g.

Takim obrazom, dinamiqeskie uravneniØ, associirovannye s æordanovym uzorom na algebre Li g, ØvlØ¸tsØ deformacieæ (po parametru α) dinamiqeskih uravneniæ, associirovannyh s sootvetstvu¸weæ I–paroæ g ⊕ g [5].

Esli na g zadana nevyroßdennaØ invariantnaØ bilineænaØ forma ⟨·, ·⟩, to imeet smysl rassmatrivat~ gamil~tonian vzaimodeæstviØ H_{int} v vide a ⟨X, A⟩ + b ⟨⟨X, A, X⟩ , ⟩. V fftom sluqae dinamiqeskie uravneniØ, associ irovannye s æordanovym uzorom na algebre Li g, ime¸t vid { Ẋ_t ={H_t, X_t}_{At} + a[A_t, X_t] + α ⟨A_t, X_t, A_t⟩ + 2b ⟨A_t, A_t|X_t, X_t⟩ Ȧ_t ={H_2, A_t}_{Xt} − a[A_t, X_t] − α ⟨X_t, A_t, X_t⟩ − 2b ⟨A_t, A_t|X_t, X_t⟩ Rassmotrim prosteæxiæ primer algebry Li so(3) ( v fftom sluqae æordanovy uzory, zadavaemye konstrukciØmi primerov 1 i 2, sovpada¸t), a takße gamil~toniany rotatorov H_1 = ⟨Ω_1, X⟩, H_2 = ⟨Ω_2, A⟩ i Ω_1 = Ω_2 = Ω. Sluqaæ a = b = α = 0 byl prointegrirovan v [5], sootvetstvu¸waØ dinamika ØvlØetsØ poqti periodiqeskoæ s periodami, zavisØwimi ot naqal~nyh usloviæ, traektorii dvißeniØ leßat na invariantnyh dvumernyh torah. rassmotrim dva drugih bolee obwih sluqaØ: sluqaæ 1 — proizvol~nye α, a i b pri ε = 0 i sluqaæ 2 — proizvol~nye α i ε pri a = b = 0.

Sluqaæ 1. Poloßim α = α^2_0, τ = ⟨X, A⟩, ρ = X^2 + A^2, σ = X^2 − A^2. Togda

τ̇ = −2α^2_0τσ, ρ̇ = 0, σ̇ = 8α^2_0τ^2. Vyrazim τ qerez σ: τ =^1_{2α0} √_{σ̇} 2 i podstavim v uravnenie dlØ τ̇. Poluqim σ̈ = −4α^2_0σ̇σ. Poloßim – = √ σ^2_0 + 4τ^2_0 , togda σ̇ + 2α^2_0σ^2 = 2α^2_0– i σ = – th(2–α^2_0t + c_0), τ = –_{2 ch(2}–_{α20t+c0)} . Sledovatel~no,

X^2 =^1_2 (ρ + – th(2–α^2_0t + c_0))

A^2 =^1_2 (ρ − – th(2–α^2_0t + c_0))

Sdelaem zamenu peremennyh Y = X + A i Z = X − A, togda { Ż =[Ω, Z] + 2ατY + (a + 4bτ)[Y, Z] Ẏ =[Ω, Y ] − 2ατZ pri fftom Z^2 = ρ − 2τ, Y^2 = ρ + 2τ, ⟨Y, Z⟩ = σ. Poloßim Z = √ ρ − 2τz, Y = √ ρ + 2τy, togda ⟨z, y⟩ =^σ√_{ρ2−4τ2} i y^2 = z^2 = 1. Veliqiny x i y

udovletvorØ¸t sisteme differencial~nyh uravneniæ ẏ =[Ω, y] + tfrac2ατρ + 2τ(σy − √ ρ^2 − 4τ^2z) ż =[Ω, z] −^{2ατσ}_{ρ−2τ} z + 2ατ √_{ρ+2τ} ρ−2τ y + (a + 4bτ) √ ρ + 2τ[y, z] Issleduem asimptotiqeskoe povedenie rexeniæ dannoæ sistemy pri t → ±∞. Netrudno videt~, qto { ẏ ∼[Ω, y] ż ∼[Ω + a √ ρy, z] Takim obrazom, dinamika v fftom sluqae ØvlØetsØ asimptotiqeski poqti periodiqeskoæ s periodami ω = √ Ω^2 i ω^′ ((ω^′)^2 − ω^2 = a^2ρ + 2a √ ρω–, – = limt→∞^{⟨Ω,y⟩}_ω ). Otmetim, qto period ω^′ zavisit ot naqal~nyh usloviæ.

Sluqaæ 2. Pust~ i, j, k — kanoniqeskiæ bazis v so(3). Poloßim Ω = ωi i razloßim A i X po ukazannomu bazisu: A = a_ii+a_jj+a_kk, B = b_ii+b_j j+b_kk; togda dinamiqeskie uravneniØ primut vid: { ȧ_i =εωx_i(x_j a_k − a_j x_k) + 2α(a_ix_i + a_jx_j + a_kx_k)x_i

ẋ_i =εωa_i(a_jx_k − a_kx_j ) − 2α(a_ix_i + a_jx_j + a_kx_k)a_i ȧ_j = − ωa_k + εωx_j (x_ja_k − a_jx_k) + α(a_ix_i + a_j x_j + a_kx_k)x_j ẋ_j = − ωx_k + εωa_j (a_jx_k − a_kx_j ) − α(a_ix_i + a_j x_j + a_kx_k)a_j ȧ_k =ωa_j + εωx_k(x_j a_k − a_j x_k) + α(a_ix_i + a_jx_j + a_kx_k)x_k ẋ_k =ωx_j + εωa_k(a_jx_k − a_kx_j ) − α(a_ix_i + a_jx_j + a_kx_k)a_k Poloßim

A^2 = a^2_i + x^2_i , a_i = A cos χ, x_i = A sin χ,

a takße a_j = a_0 cos φ, a_k = a_0 sin φ, x_j = x_0 cos ψ, x_k = x_0 sin ψ i η = φ − ψ, θ =^1_2 (φ + ψ).

Otmetim, qto A ØvlØetsØ integralom dvißeniØ, dinamika χ opredelØetsØ differencial~nym uravneniem

χ̇ = −εωa_0x_0 sin η − α(A^2 sin 2χ + 2a_0x_0 cos η),

pri fftom { (ȧ_0)^2 =εωa^2_0x^2_0 sin 2η + 2α(A^2 sin 2χ + 2a_0x_0 cos η)a_0x_0 cos η (ẋ_0)^2 = − εωa^2_0x^2_0 sin 2η − 2α(A^2 sin 2χ + 2a_0x_0 cos η)a_0x_0 cos η

Poloßim B^2 = a^2_0 + x^2_0, a_0 = B cos ξ, x_0 = B sin ξ, B ØvlØetsØ integralom dvißeniØ. Kak sledstvie, {˙ ξ = −^{εωB2}_4 sin 2η sin 2ξ − α(A^2 sin 2χ + B^2 sin 2ξ cos η) cos η χ̇ = −^{εωB2}_2 sin 2ξ sin η − α(A^2 sin 2χ + B^2 sin 2ξ cos η) a takße { φ̇ =ω − εωx^2_0 sin^2 η − α(A^2 sin 2χ + B^2 sin 2ξ cos η) sin η ψ̇ =ω − εωa^2_0 sin^2 η − α(A^2 sin 2χ + B^2 sin 2ξ cos η) sin η i { η̇ =εωB^2 sin^2 η cos 2ξ θ̇ =ω −^{εωB2}_2 sin^2 η − α sin η(A^2 sin 2χ + B^2 sin 2ξ cos η) Takim obrazom, dinamika dopuskaet dva integrala dvißeniØ A i B i opredelØetsØ sistemoæ differencial~nyh uravneniæ na η, ξ i χ:

η̇ =εωB^2 sin^2 η cos 2ξ ξ̇ = −^{εωB2}_4 sin 2η sin 2ξ − α(A^2 sin 2χ + B^2 sin 2ξ cos η) cos η

χ̇ = −^{εωB2}_2 sin 2ξ sin η − α(A^2 sin 2χ + B^2 sin 2ξ cos η) pri fftom θ vyraßaetsØ qerez η, χ i ξ: θ = ωt −^{εωB2}_2 ∫ sin^2 η dt − α ∫ sin η(A^2 sin 2χ + B^2 sin 2ξ cos η) dt + θ_0.

Obwiæ sluqaæ predstavlØet znaqitel~nyæ interes i trebuet special~- nogo qislennogo analiza. Rassmotrim analitiqeski ffvol¸ci¸ sistemy pri ”neharakternom” nulevom znaqenii parametra A. V fftom sluqae χ = −^{εωB2}_2 ∫ sin 2ξ sin η dt − αB^2 ∫ sin 2ξ cos η dt + χ_0,

v to vremØ kak { η̇ =εωB^2 sin^2 η cos 2ξ ξ̇ = − B^2 sin 2ξ(α +^{εω}_2 sin η) cos^2 η

DannaØ sistema dopuskaet integral dvißeniØ K = sin 2ξ sin η [ tg^η_2 ]^{2α}_{εω} , vvidu fftogo η udovletvorØet obyknovennomu differencial~nomu uravneni¸

η̇ = εωB^2 sin^2 η √ 1 −^{K2}_{sin2 η} [ tg^η_2 ]_−^{2α}_{εω} , tak qto pri A = 0 dinamiqeskie uravneniØ rexa¸tsØ v kvadraturah. Neobhodimo takße otmetit~, qto ffvol¸ciØ η ØvlØetsØ periodiqeskoæ, i kak sledstvie, negamil~tonova dinamika, associirovannaØ s æordanovym uzorom, ØvlØetsØ v sluqae 2 pri A = 0 poqti periodiqeskoæ.

Rassmotrennye sluqai pokazyva¸t, qto negamil~tonovy dinamiqeskie uravneniØ, associirovannye s æordanovym uzorom, opisyva¸t razliqnoe kaqestvennoe povedenie dinamiqeskih sistem. �to pozvolØet predpoloßit~, qto algebraiqeskiæ apparat æordanovyh uzorov na algebrah Li moßet predstavlØt~ ffffektivnoe sredstvo dlØ analiza asimptotiqeski poqti periodiqeskih dinamiqeskih sistem.

Avtor blagodarit Meßdunarodnyæ institut matematiqeskoæ fiziki imeni �rvina Xrœdingera za podderßku i l¸beznoe gostepriimstvo.

References

[1] Arnol~d V.I., Matematiqeskie metody klassiqeskoæ mehaniki. M., Nauka, 1970.

[2] Dubrovin B.A., Novikov S.P., Fomenko A.T., SovremennaØ geometriØ. M., Nauka, 1987.

[3] Karasœv M.V., Maslov V.P., Nelineænye skobki Puassona: geometriØ i kvantovanie. M., Nauka, 1992.

[4] Juriev D., Topics in nonhamiltonian interaction of hamiltonian dynamic systems. E–print (Texas Archive on Math. Phys.): mp arc/94-136.

[5] Juriev D., On the nonhamiltonian interaction of two rotators. E–print (MSRI Archive on Diff. Geom. and Geom. Anal.): dg-ga/9409004.

[6] Jacobson N., Structure and representations of Jordan algebras. Amer. math. Soc., RI, 1971.

Otdel matematiki, Nauqno-issledovatel~skiæ institut sistemnyh issledovaniæ RAN, Moskva

Erwin Schrödinger Institut für Mathematische Physik, Wien, Österreich (Austria)